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pracowa¢ i podpowiada, ze najlepiej korzystac

z dobr wytworzonych przez nieracjonalnych al-
truistéw, cho¢ gdyby wszyscy ze sobg kooperowali,
byltoby wiecej dobr do podziatu. Paradoks ten stano-
wi istote tzw. dylematow spotecznych.

Teoria gier opisuje uklady oddziatujacych ze so-
ba osobnikow (graczy), ktérzy moga sie zachowywa¢
na rézne sposoby zwane strategiami. Gracze w wy-
niku rozgrywki uzyskuja korzysci w postaci wyplat,
ktdrych wysokos¢ jest uzalezniona nie tylko od ich
strategii, ale takze od strategii ich oponentéw. Jest
to fundamentalna cecha teorii gier, odrdzniajaca ja
od klasycznej optymalizacji, w ktorej szukamy naj-
lepszego, czyli optymalnego dla siebie rozwigzania
w odpowiedzi na niezmienne warunki zewnetrzne.
W teorii gier dziatania kazdego gracza wplywaja
na jego otoczenie, ale otoczenia wplywa tez na jego
zachowania. Podstawowe zaloZenie indywidualne;j
racjonalno$ci mowi, ze kazdy gracz dazy do uzyska-
nia jak najwiekszej wyplaty, nie baczac na innych.
Wybierajac strategie, musi wzigé pod uwage zacho-
wania swoich oponentow, a takze przewidzie¢, czego
oni sie po nim spodziewaja. Tego typu rozwazania
doprowadzity Johna Nasha do sformulowania kon-
cepcji rownowagi. Jest to taki wybor strategii przez
graczy, ze zadnemu z nich nie oplaca si¢ zmiana,
na pewno sobie nie podwyzszy wyplaty, a by¢ moze ja
obnizy. Powstaje wtedy niepisany kontrakt, ktérego
jednostronne zerwanie nie przynosi korzysci. Row-
nowaga Nasha zapewnia pewien rodzaj bezpieczen-
stwa, ale czy zapewnia graczom optymalne wyplaty?

Klasycznym przyktadem ilustrujagcym istote
dylematow spolecznych jest ,Dylemat wieznia”.
Dwie osoby oskarzone o popelnienie przestepstwa
s3 oddzielnie przestuchiwane. Kazda moze zezna-
wa¢ przeciwko wspolnikowi (zdrada - Z) lub mil-
cze¢ (kooperacja — K). Jezeli zaden z oskarzonych
nie zgodzi sie wspdtpracowac z policja i obydwaj
wybiorg strategie ,,kooperacja”, uzyskajg obnizenie
wyrokow o 3 lata. Gdy jeden bedzie chronit wspol-
nika (,,kooperacja”), ale drugi zdecyduje si¢ na ugo-

Indywidualny rozsadek kaze nam nie wspot-
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de (,,zdrada”), pierwszy dostanie wyrok maksymal-
ny, a drugi - nizszy o 5 lat. Jedli przestepcy oskarzg
sie wzajemnie (kazdy zagra ,,zdrada”), moga liczy¢
na ztagodzenie kary o 1 rok. Obnizenie wyroku
mozna traktowa¢ jako wyplaty w grze ,Dylemat
wieznia” i zaprezentowac je za pomocg nastepuja-
cej macierzy wyplat:

K 4
K 3 o
VA 5 1

gdzie gracz wierszowy, grajac strategia wierszowa K
lub Z przeciwko graczowi kolumnowemu grajace-
mu K lub Z, otrzymuje wyplate dang na przecieciu
odpowiedniego wiersza i kolumny. Jak wida¢, nie-
zaleznie od strategii jednego gracza drugiemu opla-
ca sie go zdradzi¢, obopdlna zdrada jest rownowaga
Nasha. Jednak obaj gracze uzyskaliby wieksze ztago-
dzenie wyroku, gdyby ze sobg wspotpracowali. Ma-
my tu do czynienia z przykladem dylematu spotecz-
nego w najbardziej elementarnej postaci. Co robic?
Jak wydostac¢ sie z rGwnowagi Nasha?

Rozszerzeniem klasycznej teorii gier jest teoria
gier ewolucyjnych zaproponowana przez Johna
Maynarda-Smitha w latach 70. XX wieku. Niedtugo
potem pojawily sie jej konkretne modele dynamicz-
ne. W najprostszym ujeciu réznica polega na tym,
ze w grze uczestniczy wielu osobnikéw. Gracze 13-
czg sie w pary i rozgrywaja np. ,Dylemat wieznia”.
W kolejnej rundzie proporcja graczy wybierajgcych
okreslong strategie zmienia si¢ w zaleznosci od wy-
platy, jaka ta strategia przyniosta w poprzedniej run-
dzie. Wynika to bezposérednio z istoty teorii ewolucji
Darwina: osobniki lepiej przystosowane maja wiecej
dzieci, ktore dziedzicza ich cechy, a w tym przypad-
ku cechami tymi sg strategie gry.

Robert Axelrod rozszerzyl zbiér dopuszczalnych
strategii i przeprowadzil komputerowe rozgrywki
zgodnie z powyzej opisanymi zasadami. Rozszerze-
nie zasad bylo konieczne, poniewaz gdyby$my dopu-
$cili tylko bezwarunkowg zdrade lub bezwarunkowsa
kooperacje, to populacje bardzo szybko zdominujg
zdrajcy. Okazalo sie, ze calkiem niezle sprawdzata
sie strategia wet za wet (z ang. tit for tat): w pierwszej
rundzie wspolpracujemy, a w nastepnych postepuje-
my tak, jak oponent zachowywat si¢ w poprzedniej
rundzie, czyli zdradzamy zdrajce, a kooperujemy
z altruisty. Strategia ta wygrywala z wieloma innymi,
ale jak tatwo zauwazy¢, przegrywa z bezwarunkowsa
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zdradg. Wniosek z tego, ze wspoltpraca ma w darwi-
nowskim $wiecie pewne szanse.

Od tego czasu pojawito si¢ wiele nowych modeli
matematycznych, ktore promujg strategie zwigzane
z kooperacja, czasem nawet bardzo mocno. Powsta-
ly miedzy innymi modele z reputacja (pomagaj tym,
ktdrzy zyskali reputacje, pomagajgc innym), z aspi-
racjami (nie zadowalamy sie mala wyptatg uzyski-
wang za zdrade zdrajcow) czy wreszcie gier prze-
strzennych z lokalnymi oddzialywaniami. W tym
ostatnim modelu wokot wspotpracujgcego osobnika
tworzy sie grupa kooperujacych sasiadéw, co wspo-
maga wspolprace, a grupa zdradzajacych sasiadow
uzyskuje srednio mniejsze wyptaty niz grupa koope-
rujgcych altruistow.

Modele te zawierajag dodatkowe mechanizmy
wspomagajace kooperacje, ktorych nie byto w kla-
sycznym ,,Dylemacie wieznia” i ktére mogly po-

W przypadku,Dylematu wieznia’,

niezaleznie od warunkow

poczatkowych, populacja bardzo
szybko zostanie zdominowana
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przez zdrajcow

wstawa¢ na drodze ewolucji. Dzieki nim mozliwe
jest badanie rozwoju pewnych zachowan na bardzo
og6lnym, filozoficznym (albo, jak kto woli, matema-
tycznym) poziomie. Badania modeli ewolucyjnych
w przewazajacej wiekszosci nie sg powigzane z da-
nymi biologicznymi, spotecznymi czy tez ekspery-
mentami psychologicznymi. Przyjete w grze arbi-
tralne wyplaty (np. 5, 3,1, 0 w ,,Dylemacie wigznia”)
nie maja odniesienia do rzeczywistosci. Teoria gier
moze jednak nabra¢ charakteru nauki przyrodniczej
lub spotecznej, gdy wysoko$¢ wyplat skalibrujemy
na podstawie danych doswiadczalnych.

Innym interesujacym zastosowaniem gier ewo-
lucyjnych jest badanie mozliwo$ci wprowadzenia
mechanizméw promujacych kooperacje do projek-
towania prawa i funkcjonowania instytucji publicz-
nych. W dylemacie eksploatacji wspélnych zasobow
(z ang. Tragedy of Commons, znanym takze po pol-
sku jako ,, Tragedia wspolnego pastwiska”) strategia
rolnikow jest liczba wypasanych kréw. Dla kazdego
z graczy najlepsza strategia, niezaleznie od strategii
przyjetych przez innych graczy, jest wypasanie jak
najwiekszej liczby krow. Takie zachowanie dopro-
wadza do rownowagi Nasha, w ktorej wyplata gra-
czy (dzienna ilo$¢ mleka) ze wzgledu na degradacje
pastwiska nie jest wcale maksymalna. Jezeli jednak
odpowiednio opodatkujemy wypasanie maksymal-
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nej liczby kréw (zmienimy macierz wyplat gry),
to okaze sie, ze w zmodyfikowanej grze zmienio-
na réwnowaga Nasha zapewni wszystkim graczom
maksymalne wyplaty przy mniejszej liczbie wypasa-
nych krow. Zauwazmy, ze w takiej sytuacji nikt nie
zaplaci podatku. Powyzszg procedure mozna okre-
§li¢ jako nieautorytarne wymuszanie okre§lonych
zachowan. Jednym z zadan instytucji pafistwowych
powinno by¢ wprowadzanie takich regulacji praw-
nych, aby w naszych grach zyciowych réwnowagi
Nasha dawaly nam optymalne wyptaty. W ten spo-
sob zniknetyby dylematy spoleczne.

Mozliwo$¢ wprowadzania takich zmian wydaje
sie powigzana z pytaniem, czy mozemy by¢ lepsi,
niz wynika to z teorii ewolucji. Czy kierujac swoim
zachowaniem, mozemy na obecnym etapie rozwoju
ograniczy¢ skutki i przewidywania teorii ewolucji?
Czy mozemy pokona¢ ewolucje albo nig sterowac?

W darwinowskiej teorii ewolucji opisujacej po-
wstawanie i zanik gatunkow organizmy nie podej-
muja racjonalnych decyzji, ale po prostu szybciej
lub wolniej sie rozmnazajg. W badaniach zachowan
ludzkich trzeba bra¢ pod uwage wolng wole, ktéra
wplywa na podejmowanie racjonalnych (lub nie)
decyzji. Zamiast bezmys$lnej replikacji do rozwazan
powinni$my wlaczy¢ mechanizmy uczenia sie. Z te-
go powodu dlugoterminowe zachowanie ewolucyj-
nych modeli biologicznych i spotecznych moze sie
diametralnie réznic.

A w jaki sposob my, matematycy, mozemy roz-
wija¢ teorie gier i bra¢ udzial w powyzszych funda-
mentalnych dyskusjach? Modele teorii gier ewolu-
cyjnych to uklady dynamiczne, w ktdérych stan po-
pulacji graczy zmienia sie wedlug scisle okreslonych
regul. Na przyklad zawody Axelroda mozna opisaé
ukladem réwnan rézniczkowych tzw. dynamiki re-
plikatorowej, ktore opisujg czasowa ewolucje czesto-
$ci wystepowania poszczegélnych strategii. Szybkos¢
zmiany czestosci danej strategii jest proporcjonal-
na do rdznicy $redniej wyplaty tej strategii i sred-
niej wyplaty w catej populacji. Tu znowu odzywa
sie Darwin: je$li wyplata danej strategii jest wieksza
od $redniej w populacji, jej czesto$¢ wystepowania
ro$nie. W przypadku ,Dylematu wieznia” sytuacja
jest oczywista. Niezaleznie od warunkéw poczat-
kowych (z wyjatkiem populacji samych altruistow)
populacja bardzo szybko zostanie zdominowana
przez zdrajcow. W innych, bardziej skomplikowa-
nych modelach o wigkszej liczbie strategii (np. wet
za wet) albo o innych regutach dynamicznych
(np. opierajacych sie na imitacji strategii przeciwni-
ka) zadaniem matematykow jest zbadanie wlasciwo-
$ci takich uktadéw. Szukamy odpowiedzi na naste-
pujace pytania: w jakich klasach modeli i dla jakich
parametrow stany stacjonarne (takie, ktore nie pod-
legaja dalszej ewolucji) sa rownowagami Nasha? Czy
sg one stabilne, tzn. czy po odchyleniu od stanu sta-
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cjonarnego uklad do niego powréci? Czy mozliwe sg
zachowania cykliczne? Czy dochodzi do wymierania
pewnych strategii? Czy mozliwe jest wspolistnienie
strategii?

Zazwyczaj zaklada sie, ze wszelkie oddziatywania
zachodzg blyskawicznie, a ich efekty sg natychmia-
stowe. W rzeczywisto$ci w procesach ewolucyjnych
wyplaty, czyli zmiany przystosowania (z ang. fit-
ness), pojawiaja si¢ z pewnym opo6znieniem. W in-
terakcjach spotecznych ludzie podejmuja decyzje
na podstawie informacji o zdarzeniach, ktore zaszly
w przesziosci. Opdznienia czasowe mogg powodo-
wac oscylacje wokot punktow réwnowagi. Rozwaz-
my dynamike replikatorowg z asymptotycznie sta-
bilng réwnowagg opisujaca wspotistnienie koopera-
¢jiizdrady w grze ,Zamie¢ $niezna”. Wyobrazmy
sobie dwdch podréznych, ktorzy nie moga konty-
nuowac jazdy samochodem z powodu zatoru $niez-
nego na drodze. Niech koszt od$niezenia wynosi 2,
a nagroda (czyli dojazd do domu) to 4. Kazdy z gra-
czy moze albo kooperowa¢, czyli od$nieza¢, albo
czekad, az drugi kierowca od$niezy droge. Macierz
wyplat gry jest wtedy dana przez

K 4
K 3 2
VA 4 o

W tej grze najlepszg odpowiedzig na kooperacje
jest zdrada i najlepsza odpowiedzig na zdrade jest
kooperacja. Wykazali$émy, ze jezeli w modelach typu
spolecznego gracze reaguja na informacje o wcze-
$niejszym stanie ukladu z opdznieniem, to przy
odpowiednio duzych opdznieniach pojawi¢ sie mo-
g3 oscylacje wokol potozenia rownowagi. Z kolei
w modelach typu biologicznego, w ktérych wyda-
rzenia z przeszlo$ci wplywaja na zmiane przystoso-
wania w terazniejszosci, wspolistnienie obu strate-
gii jest stabilne dla kazdego opdznienia czasowego.
Zbadanie stabilnosci rownowag i powstawanie cykli
w matematycznych modelach dylematéw spolecz-
nych jest niezwykle waznym kierunkiem badan.

Trzecim nieodlgcznym sktadnikiem teorii ewolu-
cji (oprocz wspomnianej juz selekgji i dziedziczenia)
sg przypadkowe mutacje. Aby je uwzgledni¢, wpro-
wadzamy do réwnan element losowy (stochastycz-
ny). Obiektem naszych badan stajg si¢ wtedy procesy
stochastyczne, w najprostszym przypadku tzw. fan-
cuchy Markowa, w ktérych prawdopodobienstwo,
ze badany uklad przyjmie okreslony stan, zalezy
od jego stanu w chwili bezpo$rednio poprzedzajacej
dany moment, a nie od catej historii ukladu. Pytamy
wtedy, jak zmieniajg sie i do czego daza prawdopo-
dobienstwa znalezienia si¢ uktadu w poszczegdlnych
stanach oraz jakie jest prawdopodobienstwo wyste-
powania kooperacji w dlugookresowym horyzoncie
czasowym. Okazuje sie, Ze bardzo czesto to wlasnie
zdrada jest stochastycznie stabilna. I znowu szuka-
my dodatkowych mechanizméw podtrzymujacych
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wspolprace, tym razem w $wiecie niepewnym, pod-
legajacym stochastycznym fluktuacjom.

Jak juz wspomnieli$my, kooperacji moze sprzy-
ja¢ okreslone rozmieszczenie graczy w przestrzeni.
W grach przestrzennych to ulozenie definiujemy po-
przez umieszczenie graczy na wierzchotkach graféow
tworzacych tzw. sieci spoleczne. W tym przypadku
gracze graja w gry dwuosobowe z najblizszymi sgsia-
dami, a ich wyplaty sa sumg wyplat z poszczegolnych
gier. Najnowsze badania wykazaly, ze grafem szcze-
golnie sprzyjajacym kooperacji jest graf Barabasi-Al-
berty. Powstaje on w nastepujacy sposoéb. Do wierz-
chotkéw juz istniejacych w kazdym kolejnym kroku
dodajemy jeden wierzchotek, ktéry taczymy kra-
wedzig z jednym z juz istniejacych. To, do ktdrego
wierzchotka zostanie dolaczony, zalezy od liczby wy-
chodzacych z niego krawedzi (nazywamy to w teorii
grafow stopniem wierzchotka). Taka metoda prefe-
rencyjnego dodawania nowych potaczent powoduje,
ze wierzchotki popularne staje sie jeszcze bardziej
popularne. Gracze umieszczeni w wierzchotkach
grafu po uzyskaniu wyplat przygladaja sie swoim s3-
siadom i nasladujg osobnika, ktory uzyskat najlepsza
strategie w poprzedniej rundzie, natomiast z matym
prawdopodobienistwem wybieraja gorszg strategie.
W ,,Dylemacie wieznia” rozgrywanym w powyzszy
sposdb po odpowiednio duzej liczbie rund prawie
wszyscy osobnicy kooperuja. Bardzo duzg funkcje
w umacnianiu kooperacji petnig wierzchotki o bar-
dzo duzej liczbie potaczen, tzw. huby.

Wprowadzajac do powyzszej dynamiki staly
koszt utrzymywania potaczenia miedzy sasiadami
za pomocg symulacji komputerowych pokazali$my,
ze dla odpowiednio matych kosztow prawie wszyscy
kooperujg oraz ze istnieje koszt krytyczny, dla kto-
rego populacja dramatycznie obniza poziom koope-
racji do 20%. Dalszy wzrost kosztéw nie powoduje
dodatkowego obnizenia kooperacji. Co wiecej, dla
kosztu krytycznego populacja oscyluje pomiedzy
20 a 100% wspOlpracujacych osobnikéw. Jest to zja-
wisko znane z fizyki statystycznej wielu oddziatuja-
cych czastek — w temperaturze krytycznej uktad mo-
ze znajdywac sie w dwoch fazach, czego typowym
przykladem jest wspotistnienie wody i lodu w temp.
0°C. Analiza matematyczna przej$¢ fazowych ukla-
doéw spotecznych jest bardzo intensywnie rozwija-
nym kierunkiem badan, prowadzonych réwniez
przez autora niniejszego opracowania.

Wyciagajac wnioski ze skonstruowanych przez
siebie modeli, matematycy pokazuja, jakie Swiaty sa
mozliwe. W przyblizaniu si¢ do odpowiedzi na pyta-
nia, jaka jest nasza rzeczywisto$¢, dlaczego wystepu-
ja w niej zachowania altruistyczne i jak je wzmocni¢
dla dobra ogétu, niezbedna jest interdyscyplinarna
wspodlpraca matematykdéw z biologami i badaczami
zjawisk spotecznych.

JACEK MIEKISZ
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