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Blaise Pascal od wczesnego dziecinstwa wykazywat wyjatkowe zdolnosci mate-
matyczne — byl, mozna rzec, cudownym dzieckiem w zakresie matematyki. Do
historii matematyki przeszto kilka jego dokonan — opowiedzenie o nich jest celem
tego artykutu. Obok rozwazan po$wigconych konkretnym problemom technicz-
nym matematyki znajdujemy takze u Pascala rozwazania filozoficzne (glownie
metodologiczne) dotyczace metody naukowej w ogolnosci, a metod matematyki
w szczegolnosci. Sformutowat w tym zakresie kilka waznych zasad i regut.

Pascal ksztatcony byl w domu. Bardzo wcze$nie objawit si¢ jego niezwyk-
ly talent matematyczny. Rozwojowi jego zdolnos$ci matematycznych nie prze-
szkodzilo nawet to, ze w pewnym momencie ojciec, Etienne Pascal, sam
interesujacy si¢ matematyka i majacy na swoim koncie pewne dokonania
w tym zakresie', zakazal mu dostgpu do ksigzek matematycznych — chciat
w ten sposob umozliwi¢ rozwdj innych niz tylko matematyczne zdolnosci
syna. Nie spowodowato to jednak, ze Blaise przestal si¢ interesowa¢ matema-
tyka. Przeciwnie, w wieku 12 lat samodzielnie odkryl wiele twierdzen zawar-
tych w Elementach Euklidesa — ojciec wigc ustapil i ztagodzil swoja postawe;
co wigcej, podarowal mu nawet egzemplarz Elementow.
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W wieku 14 lat Blaise Pascal znalazt sie¢, dzigki ojcu, w kregu oddziatywan
grupy matematykéw skupionych wokot franciszkanina Marina Mersenne’a?,
zwanej tez czasem ,,Akademia Mersenne’a”. Rozwazano tam rozmaite kwestie
z zakresu filozofii i teologii, jak rowniez fizyki i matematyki. Starano si¢ przy
tym — co bylo cecha wyrozniajaca tej epoki — stosowaé¢ w coraz wickszym
stopniu metody matematyczne w wyjasnianiu zjawisk naturalnych. Blaise Pas-
cal brat udziat w spotkaniach tej grupy nie tylko jako bierny stuchacz, ale — jak
wspomina jego siostra Gilberte — ,,zdarzato si¢ czasami, ze odkrywal btedy, na
ktore inni nie zwrocili uwagi” (por. Loeffel 1987, s. 16).

Do grupy skupionej wokot Mersenne’a nalezal m.in. matematyk i architekt
Girard Desargues (1591-1661). Tam tez zetkneli si¢ z nim obaj Pascalowie,
ojciec Etienne i syn Blaise.

W 1639 roku ukazala si¢ rozprawa Desargues’a zatytutowana Brouillon
project d’une atteinte aux événemens des rencontres du cone avec un plan.
Data ona poczatek nowemu dzialowi geometrii, mianowicie tzw. geometrii
rzutowej. Celem Desargues’a byto podanie pewnych glgbszych uogolnien teo-
retycznych metod graficznych stosowanych mig¢dzy innymi w architekturze
i malarstwie i rozwinigcie w ten sposob nauki o perspektywie, czyniac ja
prawdziwg teorig geometryczng. Probujac zrealizowaé to zadanie, znalazt on
ogolne przeksztalcenie rzutowe, ktdre dawato metode badania wlasnosci i wza-
jemnej zaleznos$ci figur. We wspomnianej rozprawie Desargues stosuje wiasnie
przeksztatcenia rzutowe, jak rowniez punkty i proste w nieskonczonosci (ro-
zumiane jako punkt lub prosta przecigcia si¢ pekow prostych rownolegtych,
lub odpowiednio ptaszczyzn). Przy tym postugiwat si¢ troche dziwnym, mozna
nawet powiedzie¢: osobliwym, jezykiem zaczerpnietym z botaniki.

Dzieto Desargues’a zostato przyjete przez wspotczesnych raczej z umiar-
kowanym entuzjazmem. Kartezjusz nie wykazal w ogole zainteresowania ideg
geometrii rzutowej Desargues’a. Pierre Fermat ocenit ja wysoko, ale nie zajat
si¢ ta nowa dziedzing. Zainteresowata ona jednak mtodego Pascala (liczacego
wtedy niespelna siedemnascie lat!). Dostrzegt on glebszy sens i znaczenie tej
teorii i zaczat ja rozwija¢. Udowodnit mianowicie twierdzenie, zwane dzi$
twierdzeniem Pascala, o sze§cioboku wpisanym w stozkowa.

Zanim sformulujemy twierdzenie Pascala, przypomnijmy, ze krzywe stoz-
kowe to okrag, elipsa, parabola i hiperbola. Nazwa pochodzi od Apoloniusza

2 Nazwisko Mersenne’a zachowato si¢ do dzi§ w matematyce w nazwie ,liczby Mersen-
ne’a”. Posta¢ Mersenne’a jest tez wazna w historii matematyki z powodu faktu, ze stworzyt on
niejako osrodek wymiany mysli w czasach, kiedy nie byto jeszcze czasopism matematycznych.
Korespondowali z nim m.in. Galileusz, Kartezjusz, Fermat, Desargues, Pascal, Huygens, i wielu
innych. Henri Bosmans (1929, s. 143) pisal o tym tak: ,,Poinformowaé¢ Mersenne’a o jakims$
odkryciu znaczyto rozglosi¢ je po catej Europie” (,,Informer Mersenne d’une découverte, c’etait

la publier par I’Europe entiére”).
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z Pergi (260-170 p.n.e.), ktory w ksigdze I swego dzieta Konika zdefiniowat je
jako przekroje (przecigcia) stozka plaszczyzng.

Pascal ogtlosil swoje twierdzenie w swej pierwszej (liczacej jedna strong!)
pracy matematycznej Essay pour les coniques (Paris 1640)°. Miata ona posta¢
afisza, ktory wydrukowano w 50 egzemplarzach przeznaczonych do rozdania
lub przestania zainteresowanym uczonym, w szczego6lnosci cztonkom ,,Aka-
demii Mersenne’a”. Essay zawiera trzy definicje, trzy lematy i pie¢ twierdzen
oraz trzy rysunki. Nie znajdujemy tam dowodow, mimo ze kazde twierdzenie
Pascal zaczyna od stow nous démonstrerons (,,wykazemy”). To, co dzi§ na-
zywa si¢ twierdzeniem Pascala, zostato umieszczone w Essay jako Lemat 1
(dotyczy przypadku szczegbdlnego stozkowej, czyli okregu) oraz jako Lemat 3
(ogdblny przekroj stozka). W dzisiejszym sformutowaniu twierdzenie to glosi:

Punkty przeciecia prostych zawierajagcych przeciwlegle boki szesciokata
wpisanego w krzywa stozkowa leza na jednej prostej®.

Prosta, o ktorej mowa w twierdzeniu, nazywa si¢ dzi§ prosta Pascala.
Warto zauwazy¢, ze szczegdlnym przypadkiem tego twierdzenia jest twierdze-
nie Pappusa (III w.) o sze$ciokacie wpisanym w pare prostych’. Twierdzenie
Pascala zostato docenione przez Desargues’a, ktory nazwat je ,,wielkim twier-
dzeniem — Pascalg (la Pascale)” (por. Juszkiewicz 1976, s. 136).

W Essay pour les coniques Pascal twierdzi, Ze stosujac to twierdzenie oraz
dwa inne pokrewne jemu, mozna zbudowaé pelna teori¢ krzywych stozko-
wych. Nigdy jednak nie opublikowat tego typu wynikéw. Prawdopodobnie
zawarte one byly w jego pracy poswigconej przekrojom stozkowym Traité
de coniques, ktorej manuskrypt zagingl. Miat go widzie¢ Gottfried Wilhelm
Leibniz w roku 1676. Pisal o tym w liscie z 30 sierpnia tegoz roku do Etienne
Périera, krewnego Pascala (por. Pascal 1954, s. 63—70); zalecal opublikowanie
Traité (por. Loeffel 1987, s. 16).

Dodajmy jeszcze, ze twierdzenie Pascala, zaliczane do twierdzen geometrii
rzutowej, wystarczy udowodni¢ w przypadku okrggu (bedacego przeciez
szczegolnym przypadkiem krzywej stozkowej) — istotnie, inne krzywe stozko-
we moga by¢ otrzymane z okregu za pomocg rzutowania.

Jakie znaczenie miato twierdzenie Pascala i jakie byly zaslugi Pascala dla
powstania i rozwoju geometrii rzutowej? Przede wszystkim nalezy zauwazyc¢,
ze dal on swoisty impuls geometrii syntetycznej — a dziato si¢ to w czasach,

3 Jeden egzemplarz Essay zachowat sie w Bibliotéque Nationale w Paryzu, drugi w Leibniz-
-Archiv w Hanowerze.

* Oryginalne sformulowanie zawarte w cytowanym afiszu Pascala brzmialo troche ina-
czej — podana jednak wyzej forma tego twierdzenia znana byla Pascalowi.

> Parg prostych mozna traktowaé jako zdegenerowana krzywa stozkowa.
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kiedy powstawata geometria analityczna 1 kiedy w geometrii dominowata
wlasnie metoda analityczna. Rozwijajac pomysty Desargues’a, wskazatl Pascal
kierunek, w ktérym mozna rozwija¢ geometri¢. Niestety idee te nie spotkaly si¢
ze zrozumieniem i uznaniem wspoétczesnych. Przebito si¢ za to podejscie ana-
lityczne Kartezjusza (por. jego La Géométrie, 1637) i geometria oparta na
uktadzie wspotrzednych Pierre’a Fermata (por. jego Ad locos planos et solidos
Isagoge, 1636). Dopiero wiasciwie w XIX wieku, dzieki pracom Victora Pon-
celeta i jego kontynuatorow — wspomniec tu trzeba zwlaszcza matematyka
szwajcarskiego Jacoba Steinera — rozwinela si¢ geometria rzutowa.

Zainteresowania matematyczne Pascala szybko si¢ zmienialy i nie ograni-
czatly si¢ tylko do tzw. matematyki czystej, ale dotyczyly takze pewnych kwes-
tii praktycznych, a wigc tzw. matematyki stosowanej. U zrodet lezata cheé
pomocy ojcu. Otoz ojciec Pascala, zajmujacy si¢ na polecenie wltadz m.in.
kwestiami podatkowymi, zmuszony byl wykonywac¢ duze i dtugie obliczenia
finansowe. Do pomocy wzigt syna. Chcac utatwié¢ prace ojcu i sobie, Blaise
zaczgt pracowac nad konstrukcjg maszyny, ktora pozwolitaby zmechanizowaé
obliczenia. Chodzilo wigc o zastgpienie czynnosci umystowej, jaka jest racho-
wanie, przez prac¢ urzadzenia mechanicznego, czyli, innymi stowy, o skon-
struowanie maszyny, ktora wykonywataby podstawowe operacje arytmetyczne
1 przez to pozwalataby symulowa¢ czynno$¢ umystowa rachowania. Patrzac
w szersze] perspektywie, mozna wigc tu dostrzec wazng ide¢ filozoficzna,
a mianowicie problem body-mind.

Ludzie od dawna probowali wymysle¢ pewne pomoce, ktore ulatwiatyby
wykonywanie obliczen. Uzywano wiec abakéw, liczydet, pateczek Nepera czy
suwakow logarytmicznych. Wszystkie one wymagaty jednak od uzytkowni-
kéw zarowno znajomosci wielu, czesto skomplikowanych regul, jak i duzej
wprawy. Stad pomyst poszukiwania maszyn liczacych, ktore ulatwityby wy-
konywanie obliczen i uwolnity cztowieka od trudnosci zwigzanych z korzysta-
niem z dotychczasowych pomocy rachunkowych. Maszyny takie pojawity si¢
wiasnie w XVII wieku dzieki rozwojowi techniki maszynowe;j®.

Za pierwsza prob¢ zmechanizowania podstawowych dzialan arytmetycz-
nych, tzn. dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia, uwaza si¢ maszyne
Wilhelma Schickharda (1592-1635), profesora uniwersytetu w Tybindze, as-
tronoma i kartografa, orientalisty’ i matematyka. Dzieki kontaktom z Johanne-
sem Keplerem zainteresowal si¢ on matematyka i astronomig. Pozostawali

® Historie prac nad takimi maszynami, jak i opis rozmaitych urzadzen i pomocy wykorzys-
tywanych przy wykonywaniu obliczen, mozna znalez¢ w ksiazce Izabeli Bondeckiej-Krzykow-
skiej (2012). W opisie maszyn Schickharda i Pascala, zamieszczonych nizej, opieramy si¢ na tej
ksiazce.

7 Schickhard kierowat katedrg jezyka hebrajskiego na uniwersytecie w Tybindze, byt tworca
bardzo nowoczesnej metody nauczania tego jezyka — wydana w roku 1623 ksigzka opisujaca t¢
metod¢ przyniosta mu wielka stawe 1 doczekata si¢ 40 wydan.
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w kontakcie przez wiele lat, az do $mierci Keplera, prowadzac caly czas
regularng korespondencjg. Otéz wilasnie w liscie do Keplera z 20 wrzesnia
1623 roku Schickhard poinformowal go o swoim nowym wynalazku, czyli
maszynie liczacej, ktora nazywal zegarem liczacym. W liscie za$ z 25 lutego
1624 roku podal opis maszyny i zamiescit szkic rysunkowy.

Maszyna zbudowana przez Schickharda sktadala si¢ z trzech czgsci: do-
dajaco-odejmujacej, mnozacej i czgsci do zapamigtywania wynikow. Pozwa-
lata ona na automatyczne wykonywanie dwoch dziatan, tzn. dodawania i odej-
mowania, oraz mogta stuzy¢ jako pomoc przy wykonywaniu dwoch dalszych
dziatan, czyli mnozenia i dzielenia (to ostatnie dzigki zastosowaniu pateczek,
a wlasciwie walcoOw Nepera). Niestety maszyna Schickharda sptongta w zagad-
kowych okoliczno$ciach niecate pot roku po jej skonstruowaniu i o wynalazku
zapomniano. Dopiero badanie spuscizny Keplera i odnalezienie listow pisa-
nych do niego przez Schickharda zwrécitlo uwage badaczy na to dokonanie.

Za autora drugiej w historii maszyny liczacej uchodzi wlasnie Pascal —
zaprojektowane przez niego urzadzenie nazywa si¢ ,,paskaling”. Konstrukcje
takiej maszyny opracowat on w roku 1642. Zasady jej dziatania byty podobne
do zasad maszyny Schickharda. W odréznieniu jednak od maszyny Schickhar-
da, maszyna Pascala ograniczata si¢ do wykonywania tylko dodawania i odej-
mowania. Kota paskaliny obracaty si¢ tylko w jedng strone. Aby maszyna
mogta wykonywa¢ dwa dziatania, na kotach umieszczono dwa rzedy cyfr.
Maszyna mogta wigc znajdowaé si¢ w dwoch trybach. Oryginalny byt tez
system wykonywania mechanicznych przeniesien cyfr do wyzszego rzedu,
oparty na specjalnym urzadzeniu ztozonym z systemu koteczkéw i zapadek.
Ta wlasnie cecha wyro6zniajaca zostala podkreslona w patencie krolewskim
z roku 1645. Niestety mechanizm ten okazat si¢ bardzo delikatny i zawodny
w praktyce.

Pascal przypisywat swojemu wynalazkowi duze znaczenie. Podkreslat, ze
paskalina jest niezawodna i prosta w obstudze. Podjat tez probe komercjalizacji
maszyny. Wyprodukowanych zostato okoto 50 egzemplarzy w roznych wersjach,
m.in. zwykte maszyny szeScio- i o$miocyfrowe, maszyny przystosowane do
systemow monetarnych i maszyny dla geometrow, czyli mierniczych. Maszyna
nie weszta jednak do powszechnego uzytku z powodu wysokich kosztéw (okoto
100 funtdéw) i trudnosci w produkcji. Do dzi§ przetrwato osiem egzemplarzy®.

Dodajmy jeszcze, ze kolejnym dokonaniem na drodze mechanizacji obli-
czenh byta maszyna Leibniza’, zbudowana w 1694 roku w oparciu o plany

8 Jeden z egzemplarzy jest wlasnoscia firmy IBM, sze$¢ znajduje si¢ we Francji (z tego
cztery w Paryzu, w muzeum Konserwatorium Sztuk i Rzemiost), jeden za§ w Niemczech
(w Dreznie).

° Warto w tym miejscu doda¢, ze Leibniz pracowat nie tylko nad mechanizacja obliczen, ale
zajmowat si¢ duzo szerszym projektem. Otdz rozwijany przez niego projekt, zwany characteris-
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sporzadzone 21 lat wczesniej. Pozwalala wykonywaé nie tylko dodawanie
i odejmowanie, ale takze mnozenie, w sposéb w pelni automatyczny. Oparta
byta na catkowicie nowej zasadzie, mianowicie na uzyciu walcéw z z¢gbami
nieréwnej wielkosci, zastepujacych tradycyjne kota zebate'’.

Osiggniecie Pascala polegajace na pomysle i konstrukcji maszyny liczacej
nalezy widzie¢ w $wietle dalszego rozwoju technik obliczeniowych az po
dzisiejsze techniki komputerowe i coraz powszechniejsza digitalizacjg. Cho¢
owczesny poziom technologiczny nie pozwolit na peing realizacj¢ pomystu
mechanizacji i automatyzacji obliczen, to dokonany zostat istotny przetlom —
pokazano, ze pewne czynno$ci wlasciwe umystowi cztowieka mozna symulo-
wac za pomocg urzadzen czysto mechanicznych. Mozna zatem nazwaé Pascala
w pewnym sensie ojcem informatyki. Nie bez powodu wigc jeden z bardzo
waznych jezykow programowania uzywanych dzisiaj nosi nazwe ,,Pascal”.

Kolejnym dokonaniem matematycznym wigzanym z nazwiskiem Pascala
jest tzw. trojkat arytmetyczny, zwany takze trojkatem Pascala. Nie jest to
oryginalne odkrycie czy dzieto Pascala — w istocie trojkat arytmetyczny jako
taki znany byl duzo wcze$niej. Mozna go znalez¢ w szczegdlnosci u matema-
tykow arabskich (na przyktad u Al-Kasziego) czy u matematykéw Dalekiego
Wschodu (matematycy hinduscy 1 chinscy). W matematyce europejskiej poja-
wia si¢ on w wieku XVI. Michael Stifel, Rechenmeister (rachmistrz) i kosista,
w dziele Arithmetica integra (1593) pisze o prawie tworzenia tego trdjkata,
ktory wykorzystuje nastepnie do wyciggania pierwiastka. Znajdujemy go takze
u matematykow wtoskich Girolama Cardano i Niccolo Fontany (znanego takze
jako Tartaglia) czy u Simona Stevina, flamandzkiego matematyka, fizyka i in-
zyniera-wynalazcy. Interesowat si¢ nim takze wspominany juz Mersenne. Po-
jawia si¢ tez u Pierre’a Hérigone’a (wykladowcy matematyki w Paryzu, a na-
stepnie w Lowanium i w Antwerpii), ktory w dziele Cursus mathematicus
(1634-1642) stosuje go m.in. do potegowania dwumianu''. Trojkat arytme-
tyczny wykorzystywany byl takze w rozwazaniach kombinatorycznych.

Prace Pascala zwigzane z trojkatem arytmetycznym to seria pod wspolnym
tytutem Traité de triangle arithmétique, avec quelques autres petits traités sur
la méme matiére. Napisane zostaty prawdopodobnie w roku 1654, ale opubli-
kowane dopiero posmiertnie, w Paryzu w roku 1665.

tica universalis (,,powszechna symbolika”), bedacy cze$cia szerszego pomystu nazywanego
calculus universalis (,,powszechny rachunek”), miat na celu stworzenie uniwersalnego jezyka
graficznego oraz metody rachunkowej (sprowadzajacej si¢ do przeksztalcania napisow w tym
jezyku wedle z gory ustalonych regut), ktéra miata pozwoli¢ na rozwigzywanie wszelkich prob-
lemow naukowych (a wigc miata symulowaé wszelkie rozumowania). Por. Bediirftig, Murawski
2010, 2018; Murawski 1995; Marciszewski, Murawski 1995.

10 Oryginalny egzemplarz maszyny Leibniza z roku 1694 przechowywany jest w muzeum
w Hanowerze.

" Wydaje sie, ze to wiasnie Pierre Hérigone mial bezposredni wplyw na Pascala.
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Co to jest trojkat arytmetyczny, czyli trojkat Pascala? W ujeciu wspotczes-
nym jest to nastepujaca nieskonczona tablica liczb'?:

0 1

1 11

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 1010 5 1

6 1 6 152015 61

7 1 7 21 3535 21 71
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126126 84 36 9 1

Na poczatku i na koncu kazdego wiersza stoi liczba 1, a pozostate liczby
w danym wierszu sg zawsze sumg dwu liczb znajdujacych si¢ bezposrednio
nad nimi. Liczby stojace w wierszu n-tym to kolejne wspotczynniki dwumianu
Newtona, czyli wspotezynniki rozwiniecia (z + y)?. Z drugiej strony, jesli
liczy¢ poszczegdlne wiersze 1 elementy tych wierszy od zera, to liczba stojaca
na miejscu k w wierszu n jest rowna wspotczynnikowi dwumianowemu, ktory
oznacza si¢ zwykle symbolem Newtona ( " ) lub tez jako C7. Jest on réwny
liczbie wszystkich k-elementowych kombinacji bez powtdérzen zbioru n-ele-
mentowego, czyli liczbie wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru n-
-elementowego. Dodajmy jeszcze wazng zalezno$¢, a mianowicie wWzor:

(1) = wom

dla 0 < k < n, gdzie wykrzyknik oznacza silni¢, tzn. iloczyn wszystkich
liczb od 1 az do danej liczby, czylin! =1 -2 - ... - n.

Powiedzmy jeszcze o jednej wlasnosci liczb z trojkata Pascala, mianowicie
o tzw. liczbach figuralnych. Jak wida¢, na skrajnych bocznych rzedach trojkata
sg same jedynki. W kolejnym skrajnym bocznym rzg¢dzie sg kolejne liczby
naturalne 1, 2, 3, 4, ..., w drugim skrajnym rze¢dzie mamy tzw. liczby trojkatne
1, 3, 6, 10, ... (czyli takie, ze jesli reprezentowac je za pomoca kulek, to
mozna ulozy¢ je w ksztalt wypelionego trojkata rownobocznego), w trzecim
skrajnym rzedzie — tzw. liczby piramidalne 1, 4, 10, 20, 35, ... (czyli liczby
podajace, ile kulek potrzeba, by utworzy¢ z nich czworoscian foremny),

12'W oryginalnym przedstawieniu Pascala trojkat ten wygladat troche inaczej — aby otrzy-
mad te oryginalng postaé, nalezy obroci¢ ponizsza tabele o 45° w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara.
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w czwartym skrajnym rzedzie — liczby okreslajace liczbe kul w czworo$cianie
W przestrzeni czterowymiarowej, itd.

Na czym polegat wktad Pascala w badanie zagadnien zwigzanych z trojka-
tem arytmetycznym? Otdz mozna jego wklad widzie¢ dwojako. Z jednej strony
byto to systematyczne badanie wlasnosci strukturalnych tego tréjkata, z drugiej
za$ rozwazanie rozmaitych jego zastosowan. Pascal udowodnit w szczegdl-
nosci, ze:

(n—l) _(n-1)(n-2)..(n—k+1)
k-1 (k—1)!

oraz ze:

()= (") (i)

jak rowniez, ze (Z) jest wspotczynnikiem przy z*y
mianu (z + y)".

Badajac wlasnosci trojkata, Pascal podawatl jasne i pelne dowody tych
wlasnosci, zwracajac przy tym uwage na istotne znaczenie zasady indukcji
matematycznej zupehej'® — wydaje si¢, ze jako pierwszy uzywat jej w sposob
wyrazny. Jesli za§ chodzi o zastosowania trojkata, to sg one bardzo szerokie —
znajduje on zastosowanie w teorii liczb figurowych, w kombinatoryce, w po-
tegowaniu dwumianu czy wreszcie w zagadnieniach zwigzanych z grami lo-
sowymi i rachunkiem prawdopodobienstwa (problem podziatu). Wiasnie to
ostatnie jest tu szczegdlnie wazne z punktu widzenia wktadu Pascala. Jest on
bowiem uwazany za jednego ze wspottwdrcow teorii prawdopodobienstwa —
drugim wspottworca byt Pierre Fermat (1601-1665), francuski prawnik i ma-
tematyk-amator.

Problem gier losowych interesowat ludzi od dawna — zwigzany byl prze-
ciez z zagadnieniami pojawiajacymi si¢ w praktyce, od dawna bowiem ludzie
grali w rozmaite gry. W szczegdlnosSci interesowano si¢ kwestig prawdopodo-
bienstwa wygranej przy danej stawce. Rzecz jasna, problem zainteresowat tez
matematykow. Do XVII wieku nie byto jednak zadnej ogolnej metody roz-
wigzywania tego typu problemow, a pojawiajace si¢ propozycje rozwigzan nie
bytly zadowalajgce. Wérod rozwazanych probleméw byt m.in. tzw. problem
podziatu stawki przy przerwanej grze. W druku problem ten sformutowat po
raz pierwszy franciszkanin Luca Paccioli w swojej Summa de arithmetica
w roku 1494. Zagadnieniem zajmowali si¢ pdézniej m.in. Girolamo Cardano,
Niccol6 Tartaglia i Galileusz. Uwagg Pascala na ten problem zwrdcil Antoine

"~k w rozwinieciu dwu-

'3 Warto moze dodaé, ze sama nazwa ,indukcja matematyczna” pojawita si¢ duzo poz-
niej — spotykamy ja w artykule Augusta De Morgana z roku 1838.
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Gombaud Chevalier de Méré, pisarz francuski dziatajacy na dworze Ludwika
XIV. Pascal podat pewne rozwigzanie, ktére nie zadowolito de Mérégo — wy-
dawato mu si¢ niezgodne z jego wlasnymi obserwacjami praktykujacego gra-
cza. Pascal napisatl o tym fakcie w liscie z 29 lipca 1654 roku do Pierre’a
Fermata, skarzac si¢ na stabg znajomos$¢ matematyki wsrod arystokracji. List
ten dat poczatek pozniejszej wymianie mysli 1 wspotpracy Pascala i Fermata,
ktéra doprowadzita do stworzenia podstaw teorii prawdopodobienstwa.

Pascal i Fermat rozwazali m.in. problem podzialu stawki przy przerwanej
grze losowej (probleme des partis). Obaj doszli do tego samego poprawnego
rozwiazania, cho¢ kazdy nieco innym sposobem'?. Zaproponowali metode
probabilistyczng, sprowadzajaca si¢ do tego, ze stawke dzieli si¢ proporcjonal-
nie do prawdopodobienstwa wygrania calej stawki, gdyby gra nie zostata prze-
rwana i doprowadzono by ja do konca. Pascal zwrocit tez uwage na zwiazek
zagadnienia prawdopodobienstwa z trdjkatem arytmetycznym. Istotnie, odpo-
wiednie prawdopodobienstwo w problemie podziatu stawki daje si¢ wyrazi¢ za
pomoca liczb z trojkata, tzn. liczb postaci : ,czyli C}. Zilustrujmy to naste-
pujacym przyktadem. Rozwazmy gre polegajaca na tym, ze dwoch graczy
rzuca moneta. Jesli wypadnie awers monety, to Gracz I zyskuje 1 punkt, jesli
za$§ rewers, to Gracz II uzyskuje 1 punkt. Uzgodniono, ze pierwszy z graczy,
ktory uzyska 100 punktow, otrzyma nagrod¢e w wysokosci 1000 ztotych. Za-
16zmy, ze Gracz I zdobyt 100 — m punktoéw, a Gracz Il zdobyt 100 — n punktow.
Jakie jest prawdopodobienstwo f(m, n) tego, ze Gracz | wygra? Pascal pokazat,
zejeSlir = m + n — 1, to wtedy:

() () (o5)

f(m7 n) = or

Ani Pascal, ani Fermat nie opublikowali swoich wynikow — znamy je
jedynie z ich (niepelnej zreszta) korespondencji. Pascal zamierzal wprawdzie
napisa¢ ksiazke Matematyka przypadku, w ktorej chciat systematycznie wy-
tozy¢ uzyskane przez siebie i przez Fermata wyniki (por. Juszkiewicz 1976,
s. 98), ale nie zrealizowal tego pomystu. Niemniej jednak obu uczonych mo-
zemy uznac¢ za wspottworcow teorii prawdopodobienstwa jako teorii matema-
tycznej. Dodajmy, ze rachunek prawdopodobienstwa rozwijal si¢ dalej bardzo
intensywnie. Idee Pascala i Fermata podjat w szczegdlnos$ci matematyk holen-
derski Christiaan Huygens (1629-1695), ktory w czasie pobytu w Paryzu w ro-
ku 1655 dowiedziat si¢ o badaniach tych uczonych i zaczat prowadzi¢ wlasne.

14 Pascal napisal w zwigzku z tym w liscie do Fermata z 29 lipca 1654 roku: ,,Stwierdzam,
ze w Tuluzie i w Paryzu obowiazuje ta sama prawda” (,,Je vois que la vérité est la méme
a Toulouse et a Paris”) (por. Pascal 1954, s. 77). Dodajmy, ze Fermat mieszkat i pracowat
w Tuluzie.



80 Roman Murawski

Ich wyniki zawart w napisanej po niderlandzku pracy Van reckeningh in spelen
van geluck — jej tacinski przektad zatytutowany De ratiociniis in ludo aleae
zostal opublikowany jako dodatek do Studiow matematycznych jego nauczy-
ciela Fransa van Schootena w roku 1657. Huygens wprowadzit tam m.in.
pojecie nadziei matematycznej (bylo to pierwsze pojecie teoretyczne teorii
prawdopodobienstwa). Badania nad prawdopodobienstwem kontynuowane by-
ty m.in. przez Jacoba Bernoulliego (1655—-1705) i p6zniej przez wielu innych
matematykow (Abraham De Moivre, Nicolas de Condorcet, Daniel Bernoulli,
Leonhard Euler, Pierre Simon Laplace, Carl Friedrich Gauss, Henri Poincaré).
W XX wieku ksztalt w petni dojrzalej teorii matematycznej nadat rachunkowi
prawdopodobienstwa matematyk rosyjski Andriej Kotmogorow w opublikowa-
nej w roku 1933 pracy Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Teoria
ta odgrywa dzi$ bardzo wazna rol¢ nie tylko teoretyczna, lecz takze praktyczng.
A wszystko zaczelo si¢ przeciez od rozwazan Pascala (zainspirowanego pyta-
niem de Mérégo) i Fermata, zwigzanych z grami hazardowymi'”. Zastugi
Pascala'® dla rozwoju tej teorii zostaty podkreslone przez funkcjonujacy dzis
w rachunku prawdopodobienstwa termin ,,rozklad Pascala” (ujemny rozktad
dwumianowy).

Mowiac o Pascalu jako matematyku i o jego wktadzie w rozwdj tej dyscy-
pliny, trzeba jeszcze powiedzie¢ kilka stow o jego dokonaniach zwigzanych
z rachunkiem infinitezymalnym. Zagadnienia tego typu pojawialy si¢ w mate-
matyce juz od starozytnosci — wspomniec¢ tu trzeba przede wszystkim Archi-
medesa (287-212 p.n.e.) i jego prace nad wyznaczaniem p6l powierzchni figur
i objetosci bryl. Przy tym podkresli¢ nalezy, ze Archimedes wyznaczat pola
1 objetosci, postugujac si¢ pewnymi rozumowaniami mechanistycznymi i eks-
perymentem (nie tylko zreszta myslowym), a nastgpnie uzasadnial swoje
stwierdzenia, wykorzystujac Eudoksosa metodg wyczerpywania. Nie wypraco-
wal wiec zadnej metody matematycznej znajdowania pol i objetosci. Niemniej
jednak trzeba doceni¢ prace Archimedesa jako stanowigce przyczynek do wy-
pracowania metod catkowych w matematyce.

W potowie XVII wieku daje si¢ zauwazy¢ wzrost zainteresowania mate-
matykow rachunkiem catkowym i metodami nieskonczono$ciowymi. Wspo-
mnie¢ nalezy przede wszystkim matematyka wloskiego Bonaventur¢ Cavale-
riego (1598-1647), ucznia Galileusza, i jego ,,geometri¢ niepodzielnych”. Jego

'S Warto w tym kontekscie przytoczyé stowa matematyka francuskiego Siméona Denisa
Poissona, ktory w Recherches sur la probabilité (1837, s. 1) napisal: ,,Problem dotyczacy
gier hazardowych postawiony surowemu janseni$cie przez cztowieka §wiatowego zapoczatkowat
rachunek prawdopodobienstwa” (,,Un probléeme relatif aux jeux de hasard, proposé a un austére
janséniste par un homme du monde, a été I’origine du calcul des probabilités”™).

16 Uzycia zasad teorii prawdopodobienstwa mozna si¢ tez dopatrywaé w stynnym zaktadzie
Pascala z jego Mysli (Pascal 1972, fragm. 451, s. 193—-199).
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praca Geometria indivisibilibus continuorm nova quadam ratione promota
(1635) zapoczatkowala nowy etap w rozwoju rachunku infinitezymalnego.

W nurt ten wiaczyt si¢ takze Pascal, zajmujac si¢ tego typu zagadnieniami
w ostatnim okresie swojego zycia, tzn. po roku 1657. Interesowaty go gtéwnie
kwestie zwigzane z kwadraturg, rektyfikacjga czy wyznaczaniem $rodka ci¢z-
kos$ci, a nie zajmowat si¢ na przyktad kwestig stycznych. Przy tym przedsta-
wial swoje pomysly w sposob catkowicie werbalny, ignorujgc zupeklie sym-
bolike algebraiczng, ktora pozwalalaby na zwigzlg i przejrzysta prezentacje
wynikow'”. Prowadzito to do skomplikowania wypowiedzi i ograniczato moz-
liwos$ci rozszerzenia zakresu badan. Trzeba jednak przyznaé, ze nawet taka
skomplikowana prezentacja wynikéw cechowata si¢ precyzja i jasnoscia'®.

Pascal nie zajmowatl si¢ w sposob systematyczny zagadnieniami omawia-
nego typu, raczej mowic tu si¢ powinno o przyczynkach, aczkolwiek intere-
sujacych 1 waznych. Nie mozemy wchodzi¢ w skomplikowane szczegoty tech-
niczne wynikoéw Pascala. Powiedzmy wigc tylko, ze wigkszos$¢ z nich dotyczy
kwadratury, kubatury i wyznaczania $§rodkéw cigzkosci zwigzanych z cykloida,
czyli krzywa zakre$lang przez ustalony punkt ,toczacego si¢” okregu — por.
jego prace Traité général de la Roulette (1659). Uzyskat te wyniki za pomoca
operacji odpowiadajacych — w dzisiaj uzywanym jezyku — catkowaniu i prze-
ksztalcaniu catek poteg sinusa i niektorych przypadkow szczegdlnych funkcji
postaci (1 —x?)"%x". Stosowat przy tym zamiane zmiennych i catkowanie przez
czeSci.

Warto tez wspomnie¢ tu pracg Pascala Traité des sinus du quart de cercle.
Jest ona wazna z tego powodu, ze miata wptyw na Leibniza, wspottwoérce
(razem, ale niezaleznie, z Izaakiem Newtonem) rachunku ro6zniczkowego i cal-
kowego. Ot6z Leibniz zapoznat si¢ z tg praca w roku 1673 za rada Huygensa
i zwrocit w niej uwage na pewien rozwazany tam trojkat, ktory nazwat
charakterystycznym. Sam Pascal, zdaniem Leibniza, nie dostrzegl znaczenia
tego trojkata. Za jego pomoca mozna byto m.in. obliczy¢ pola dowolnych po-
wierzchni obrotowych. Matematycy postugiwali si¢ wprawdzie juz wczesniej
takimi trojkatami, ale dopiero u Pascala operowanie nim jest takie wyrazne'’.

Pascal zajmowatl si¢ nie tylko konkretnymi problemami matematycznymi
(co wyzej opisalismy). Znajdujemy u niego takze refleksj¢ nad matematyka

17 Czyzby dat tu o sobie znaé fakt, ze Fermat i Roberval, przyjaciele Pascala, byli w ztych
stosunkach z Kartezjuszem, promotorem nowej symboliki matematyczne;j?

'® Bourbaki pisze o tym: ,,Jezyk Pascala jest szczegélnie jasny i §cisly; i choé niezrozumiate
jest, dlaczego nie chciat uzywaé znakowania algebraicznego, nie tylko Kartezjusza, lecz nawet
Viéte’a, to mozna tylko podziwia¢ wyczyn, jakiego przy tym dokonuje, i ktory umozliwito mu
jedynie mistrzostwo jezyka” (Bourbaki 1969; przektad polski 1980, s. 239).

19 Wydaje sie, ze Pascal byt bliski rachunku rézniczkowego i catkowego. Leibniz pisat, ze
kiedy czytat Traité des sinus du quart de cercle, nagle doznat olénienia (por. Boyer, Merzbach
1989, s. 406).
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jako nauka, w szczegolnosci refleksje metodologiczng. Mozna go wigc $miato
nazwac takze filozofem matematyki (por. np. Murawski 1995; Bediirftig, Mu-
rawski 2010; Felgner 2020).

Swoje przemyslenia filozoficzne dotyczace matematyki zawart Pascal
glownie w dwuczgsciowej rozprawie powstatej prawdopodobnie w latach
1655-1658 (opublikowanej posmiertnie), zatytutowanej De [’esprit géométri-
que et de I'art de persuader®®. Rozwaza tam przede wszystkim uznawang za
wiasciwa i stosowang w matematyce, a zaproponowang juz przez Arystotelesa,
metod¢ aksjomatyczno-dedukcyjna. Dostrzec tez mozna w tej rozprawie roz-
maite paralele do Rozprawy o metodzie Kartezjusza.

Pascal uwazat — podobnie jak Kartezjusz — ze w porzadku rozumu wzor-
cem myslenia i postgpowania winna by¢ matematyka, w szczegolnosci zas
geometria. Doceniat wprawdzie warto$¢ poznawcza do§wiadczenia i indukcji,
ale poszukiwat metody bardziej niezawodnej i t¢ widzial wlasnie w matematy-
ce. Pisal w rozprawie O geometrycznym sposobie myslenia (De [’esprit géo-
métrique)*":

Jest to bowiem jedyna dziedzina nauki ludzkiej, ktéra przytacza dowody niezbite, gdyz ona
jedna jest naprawde metodyczna, podczas gdy we wszystkich innych z przyrodzonej koniecz-
noéci panuje jakis zamet, ktorego sa w petni $wiadomi tylko geometrzy (Pascal 1962, s. 117)%2.

Metoda, ktora stosuje matematyka i ktéra winna by¢ wzorcem wszelkiej
nauki, opiera si¢ wedle Pascala na dwoch generalnych zasadach:

* nie nalezy uzywaé¢ zadnego terminu, ktérego znaczenie nie zostalo
wczesniej dokladnie ustalone;
» wszystkie stwierdzenia musza by¢ udowodnione.

Znaczenie definicji polega na tym, ze ,,upraszczajg [one] i skracaja wy-
powiedzi i czynig je jasniejszymi, gdyz jedng nadang nazwg wyrazajg to, co
inaczej mozna by wypowiedzie¢ tylko za pomoca wielu stow”> (Pascal 1962,
s. 117). Pascal zauwaza przy tym, ze w zasadzie definicje moga by¢ zupehie
dowolne. Istotnie, mozemy przeciez dang rzecz nazwac ,tak, jak nam si¢
podoba” (tel qu’on voudra) (Pascal 1962, s. 118). Nalezy tylko pamigtaé, by

20 Przektad polski: Rozwazania ogdine nad geometrig (Pascal 1962, s. 113-156). Fragmenty
takze w: Murawski 1986, s. 71-87.

2! Zamieszczone tutaj i ponizej oryginaly cytatéw podajemy wedtug wydania: Pascal 1979.

22 qui est presque la seule des sciences humaines qui en produise d’infaillibles, parce
qu’elle seule observe la véritable méthode, au lieu que toutes les autres sont par une nécessité
naturelle dans quelque sorte de confusion que les seuls géométres savent extrémement reconnai-
tre”.

23 d’éclaircir et d’abréger le discours, en exprimant, par le seul nom qu’on impose, ce qui
ne pourrait se dire qu’en plusieurs termes”.
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tym samym terminem nie nazywac¢ dwoch roznych obiektéw. Definicje formu-
luje si¢ przeciez tylko po to, by ,,0szczedzic¢ stow, a nie po to, by zubozy¢ lub
przeinaczyé ideg rzeczy, o ktorej mowia™** (Pascal 1962, s. 119).

Pascal zdawat sobie oczywiscie doskonale sprawe z tego, ze nie da sig
zdefiniowaé wszystkich poje¢ 1 dowies¢ wszystkich twierdzen. Co$ musi by¢
dane na poczatku, co$, na czym mozna si¢ oprze¢. Dlatego tez dopuszcza
przyjecie pewnych poje¢ bez definicji, jako pierwotnych (mots primitifs). Win-
ny one by¢ jasne i intersubiektywnie zrozumiate w ten sam sposob przez
wszystkich, ktoérzy postuguja si¢ danym jezykiem. Do takich poje¢ zalicza
w szczeg6lnosci pojecie przestrzeni, czasu, ruchu, liczby czy rownosci (espace,
temps, mouvement, nombre, égalité). Podkresla, ze mozna je przyjac jako poje-
cia pierwotne, gdyz ,,sama natura data nam bez stow jasniejsze pojgcie tych
rzeczy niz to, ktére mogg nam daé nasze kunsztowne objasnienia®* (tamze).
Co wigcej, natura obdarzyta wszystkich ludzi podobnymi ideami. Ten rodzaj
wiedzy nazywa Pascal sentiment du coeur, czyli pewng wiedza uzyskana
w ,,porzadku serca”, wychodzaca poza porzadek rozumu (tac. ratio). Sa one
jasne dzigki, jak pisze, ,,$wiathu naturalnemu” (la lumiéere naturelle). Nie wy-
jasnia jednak, czym jest to ,,$wiatlo naturalne” i w jaki spos6b mozna by je
kontrolowac.

Wychodzac od mots primitifs, mozna wedle Pascala okresli¢ wszystkie
pozostale pojecia matematyki za pomoca definicji nominalnych. Przyjmujac
jako pojecie pierwotne pojecie liczby, podatl jako przyktad zwykta definicje
pojecia , liczba parzysta”.

Podobnie rzecz si¢ ma wedhug Pascala z zasadami, ktore stanowi¢ moga
oparcie i punkt wyjscia dla dowodow twierdzen, czyli z prawdami pier-
wotnymi, aksjomatami. Sg one jasne dzigki ,,§wiathu naturalnemu”, czujemy
je sercem. Samo za$ wyprowadzanie twierdzen opiera si¢ na dowodach, czyli
odbywa si¢ w porzadku rozumu. W Myslach pisal*®:

Poznajemy prawde nie tylko rozumem, ale i sercem, w ten sposob znamy pierwsze zasady i na
prézno rozumowanie, ktore nie ma w tym udziatu, sili si¢ je zwalczy¢. [...] I na tych wiado-
mosciach serca i instynktu musi si¢ oprze¢ rozum i na nich budowa¢ wszystkie swoje wywody.
[...] Zasady czujemy, twierdzenia wyprowadzamy za pomoca dowodu (Pascal 1972, fragm.
479, s. 205-206)*".

24 _pour abréger le discours, et non pour diminuer ou changer I'idée des choses dont ils
discourent”.

%5 | la nature nous en a elle-méme donné, sans paroles, une intelligence plus nette que celle
que ’art nous acquiert par nos explications”.

26 Zamieszczone tutaj i ponizej oryginaly cytatow z Pensées podajemy wedtug: Pascal 1897.

27 Nous connaissons la vérité, non seulement par la raison, mais encore par le cceur ; c’est
de cette derniére sorte que nous connaissons les premiers principes, et c’est en vain que le
raisonnement qui n’y a point de part essaye de les combattre. [...] Et c’est sur ces connaissances
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Przy tym porzadek serca i porzadek rozumu sg tu niejako autonomiczne i wza-
jemnie nieredukowalne. Nie mozna zadac¢ od serca, by dowiodlo pierwszych
zasad, podobnie jak nie mozna zada¢ od rozumu czucia wszystkich twierdzen.
Pisal Pascal w Myslach:

I réwnie bezcelowe i niedorzeczne jest, aby rozum zadat od serca udowodnienia pierwszych
zasad, nim zgodzi si¢ na nie przystac, jak bytoby niedorzeczne, aby serce — nim zgodzi si¢ je
przyja¢ — zadato od rozumu czucia wszystkich twierdzen, ktore ten udowadnia (Pascal 1972,
fragm. 479, s. 206)*%.

W drugiej czg¢éci omawianej rozprawy, tzn. O sztuce przekonywania (De
[’art de persuader), rozwaza Pascal jeszcze raz, cho¢ teraz w sposob bardziej
precyzyjny i szczegdlowy niz w czgsci pierwszej, tj. w O geometrycznym spo-
sobie myslenia, matematyczny sposob myslenia. Zaczyna od wstepnego roz-
roznienia wiadzy rozumu i wladzy woli. Pisze:

[...] przekonania maja przystep do duszy dwiema drogami, poprzez dwie glowne wiadze:
rozum i wol¢. W lepszej zgodzie z naturg jest droga rozumu, powinni$my bowiem uznawac
za stuszne to tylko, co dowiedzione (Pascal 1962, s. 140)%°.

I w dalszym ciagu zajmuje si¢ gldwnie drogg rozumu, czyli, jak ja nazywa,
sztukg przekonywania, ,.ktora wlasciwie polega jedynie na przeprowadzaniu
dowoddw metodycznych i zupetnych” (Pascal 1962, s. 145)*. Opiera si¢ ona
na trzech zasadach: nalezy (1) jasno zdefiniowaé terminy, ktorymi si¢ postu-
gujemy, (2) podawac zasady i aksjomaty, na ktorych oparte sa nasze wywody,
(3) przy dowodzeniu w miejsce nazw wprowadza¢ w mysli ich definicje.
Nalezy przy tym unika¢ uzywania terminéw ,,chocby tylko troch¢ niejasnych
lub wieloznacznych” (un peu obscurs ou équivoques) bez ich uprzedniego
zdefiniowania oraz wprowadzania zasad, nawet zdawaloby si¢ jasnych i oczy-
wistych, bez sprawdzenia, czy wszyscy je uznaja. Z drugiej za$ strony nie
nalezy prébowaé definiowaé termindéw doskonale znanych i jasnych same
przez si¢ czy dowodzi¢ prawd powszechnie przyjmowanych.

W dalszym ciggu Pascal formuluje w sumie osiem regut — dla definicji, dla
aksjomatoéw i dla dowodow. Warto je tu przytoczyc:

du cceur et de I’instinct qu’il faut que la raison s’appuie, et qu’elle y fonde tout son discours. [...]
Les principes se sentent, les propositions se concluent”.

28 ,Et il est aussi inutile et aussi ridicule que la raison demande au cceur des preuves de ses
premiers principes, pour vouloir y consentir, qu’il serait ridicule que le coeur demandat a la raison
un sentiment de toutes les propositions qu’elle démontre, pour vouloir les recevoir”.

2 [..]1ily a deux entrées par ou les opinions sont regues dans 1’dme, qui sont ses deux
principales puissances, I’entendement et la volonté. La plus naturelle est celle de I’entendement,
car on ne devrait jamais consentir qu’aux vérités démontrées”.

30 qui n’est proprement que la conduite des preuves méthodiques parfaites”.
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Prawidta dotyczace definicji: 1. Nie definiowac rzeczy, ktore sa tak dobrze znane same przez
si¢, ze nie sposob znalez¢ terminodw jeszcze jasniejszych, mogacych postuzy¢ do ich wytluma-
czenia. 2. Nie wprowadza¢ bez uprzedniego zdefiniowania terminéw chocby tylko trochg
niejasnych lub wieloznacznych. 3. Definiujac terminy uzywac tylko stow doskonale znanych
lub juz wyjasnionych.

Prawidta dotyczace aksjomatéw: 1. Nie wprowadzaé zadnej z niezbednych zasad, choéby jak
najbardziej jasnej 1 oczywistej, nie spytawszy wpierw, czy wszyscy ja uznaja. 2. Przyjmowac
za aksjomat tylko rzeczy same przez si¢ najzupelniej oczywiste.

Prawidta dotyczace dowodow: 1. Nie dowodzic¢ rzeczy, ktore sa same przez si¢ tak oczywiste,
ze nie znajdziemy nic jeszcze jasniejszego, co mogloby postuzy¢ do ich udowodnienia. 2. Do-
wodzi¢ wszystkich twierdzen chocby tylko troch¢ niejasnych, postugujac si¢ przy tym wy-
facznie aksjomatami zupehie oczywistymi lub twierdzeniami uprzednio uzgodnionymi lub
dowiedzionymi. 3. Zawsze podstawia¢ w mysli definicje w miejsce termindw, aby si¢ nie da¢
zwie$¢ ich wieloznacznosci, przed ktora te definicje zabezpieczaja (Pascal 1962, s. 147)".

Pascal zdaje sobie sprawg, ze sformutowane przez niego zasady mozna uznac
za banalne i niezbyt uzyteczne, bo w istocie ograniczone w swych zastosowa-
niach do matematyki. Sg one proste, ale nie sg zbytnio rozpowszechnione, gdyz
»Jjesli wylaczymy geometrow, ktorzy sa tak nieliczni, ze — rozproszeni wsrod
narodow 1 wérdd niezliczonych lat historii — stanowia wyjatek, nie znajdziemy
nikogo innego, kto by je rowniez znal”>? (Pascal 1962, s. 150). Jest jednak
przekonany, ze stanowig one wzorzec i model wszelkiej wiedzy racjonalne;j.

Pascal wpisuje si¢ wigc swymi rozwazaniami metodologicznymi w nurt
rozwazan zapoczatkowany przez Arystotelesa, ktory sformutowat zasady me-
todologiczne dotyczace teorii naukowych, w szczegdlnosci sprecyzowat zasa-
dy dotyczace metody aksjomatyczno-dedukcyjnej. Nie wszystkie rozwazania
Pascala, a zwlaszcza ich uzasadnienia, sg przekonujace i jasne (na przyktad
zasada ,,$wiatla naturalnego”), niemniej jednak do dzi$ niczego lepszego nie
wymyslono i dalej one obowigzuja. Zostaty jedynie w logice matematycznej
doprecyzowane — zardwno jesli chodzi o jezyk teorii naukowych, w szczegol-
nosci jezyk matematyki, jak i o metody dowodowe.

31 régles pour les définitions. — 1. n’entreprendre de définir aucune des choses tellement

connues d’elles-mémes, qu’on n’ait point de termes plus clairs pour les expliquer. 2. n’admettre
aucun des termes un peu obscurs ou équivoques, sans définition. 3. n’employer dans la définition
des termes que des mots parfaitement connus, ou déja expliqués.

regles pour les axiomes. — 1. n’admettre aucun des principes nécessaires sans avoir
demandé si on I’accorde, quelque clair et évident qu’il puisse étre. 2. ne demander en axiomes
que des choses parfaitement évidentes d’elles-mémes.

regles pour les démonstrations. — 1. n’entreprendre de démontrer aucune des choses qui
sont tellement évidentes d’elles-mémes qu’on n’ait rien de plus clair pour les prouver. 2. prouver
toutes les propositions un peu obscures, et n’employer a leur preuve que des axiomes trés
évidents, ou des propositions déja accordées ou démontrées. 3. substituer toujours mentalement
les définitions a la place des définis, pour ne pas se tromper par I’équivoque des termes que les
définitions ont restreints”.

32 _en excepte les seuls géométres, qui sont en si petit nombre qu’ils sont uniques en tout un

peuple et dans un long temps, on n’en voit aucun qui le sache aussi”.
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Dodajmy, ze zasady sformutowane przez Pascala legly u podstaw dziet
Antoine’a Arnaulda La logique, ou [’art de penser (1662) i Nouveaux éléments
de géométrie (1667). Dziela te przyczynily si¢ do rozpowszechnienia idei
Pascala, a ich oddziatywanie nie ograniczato si¢ tylko do wspodtczesnych. Jesz-
cze w XX wieku dostrzec mozna ich wptyw i znalez¢ ich zwolennikow. I tak
na przyktad Emile Borel (1871-1956) w swoich Lecons sur les fonctions de
variables réelles (1905) pisat:

Pojecie zbioru jest pojeciem pierwotnym, ktoérego nie bgdziemy definiowali. Chcemy
poda¢ jedynie kilka przyktadow zbioréw: zbidr wszystkich punktow prostej, itd. (Borel
1905, s. 1)*.

Podobnie Felix Hausdorff (1868—1942) zaraz na poczatku swojej ksiazki o teo-
rii mnogo$ci (Mengenlehre) zaznaczat:

Zbidr powstaje przez zebranie razem pojedynczych obiektow w jedng catos¢. Zbior jest wielo-
$cig pomyslang jako jednos¢. Jesli te czy podobne zdania cheieliby$my traktowac jako defini-
cje, to powstaje stuszny zarzut, ze mamy tu do czynienia z definiowaniem idem per idem czy
obscurum per obscurum. Mozemy jednak traktowac je jako prezentacje, jako wskazanie na
pierwotny, wspolny wszystkim ludziom akt myslowy, ktory nie daje si¢ sprowadzi¢, ani nie
musi byé sprowadzony do jeszcze pierwotniejszych aktow (Hausdorff 1927, s. 11)**,

Podejscie zgodne ze wskazowkami Pascala dostrzec tez mozna i dzi§ w po-
tocznym rozumieniu aksjomatow i teorii aksjomatycznych. Ot6z potocznie
przez aksjomaty rozumie si¢ prawdy oczywiste. Czesto tez zamiast terminu
»aksjomat” uzywa si¢ stowa ,,pewnik”, co ma podkres§la¢ niepodwazalny cha-
rakter danego zdania. Co to jednak znaczy ,,oczywiste”? Czy odwolaé si¢ tu
nalezy do intuicji? Czy intuicja rozstrzyga¢ powinna, co mozna uzna¢ za ak-
sjomat? Tu jednak rodzi si¢ nowa trudno$¢, a mianowicie problem intuicji, jej
natury, pochodzenia, intersubiecktywnosci itd. Czy moze raczej decydowac
powinno to, czy dany aksjomat okazuje si¢ przydatny w praktyce badawczej
w danej dziedzinie i pozwala na rozstrzyganie wigkszej liczby problemow?
Tak jest na przyktad z aksjomatem wyboru. Z jednej strony jest on bardzo
uzyteczny w wielu dziatach matematyki, ale z drugiej prowadzi do zaskaku-
jacych i niezgodnych z intuicja konsekwencji. A co w sytuacji, gdy intuicyjne
rozumienie jest tak niejednoznaczne i nieprecyzyjne, ze przyczynia si¢ do

33 ,L’idée d’ensemble est une notion primitive dont nous ne donnerons pas de définition.
Citons seulement quelques exemples d’ensembles : ’ensemble des points d’une droite, etc”.

34 Eine Menge entsteht durch Zusammenfassung von Einzeldingen zu seinem Ganzen.
Eine Menge ist eine Vielheit, als Einheit gedacht. Wenn diese oder dhnliche Sitze Definitionen
sein wollen, so wiirde man mit Recht einwenden, dass sie idem per idem oder obscurum per
obscurum definieren. Wir kdnnen sie aber als Demonstrationen gelten lassen, als Verweisungen
auf einen primitiven, allen Menschen vertrauten Denkakt, der eine Auflosung in noch urspriin-
glichere Akte vielleicht weder fahig noch bediirftig ist”.
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powstania antynomii i paradoksow? Tak bylo przeciez z intuicyjnie rozumia-
nym pojeciem zbioru, ktére doprowadzito do antynomii znanych juz Cantoro-
wi 1 wymusilo aksjomatyzacj¢ teorii mnogosci. Aksjomatyzacja okazata si¢
zreszta niejednoznaczna — powstaty bowiem rézne teorie mnogosci, z ktérych
kazda probowata wyrazi¢ w aksjomatach podstawowe intuicje wigzane z poje-
ciem zbioru (por. Murawski 1995, Dodatek I; zob. tez Bediirftig, Murawski
2010, 2018).

Problem statusu i zasad doboru aksjomatow jest jednym z wazniejszych
i trudniejszych w filozofii matematyki. W logice matematycznej i metamate-
matyce wypracowano podejscie w duchu formalistycznym, wyraznie odroznia-
jace syntaktyke i semantyke. Zgodnie z tg koncepcjg aksjomatem moze by¢
w zasadzie dowolna formuta w jezyku danej teorii, byle tylko uktad aksjoma-
tow stanowil system wewnetrznie niesprzeczny. Nie moéwimy wigc tu, ze ak-
sjomaty to zdania pewne, niepodwazalne czy prawdziwe. Podobna dowolnos¢
panuje w zasadzie w przypadku doboru poje¢ pierwotnych danej teorii. Pojecia
te sa definiowane implicite przez aksjomaty, ktore traktowaé¢ mozna jako de-
finicje uwiktane poje¢¢ pierwotnych. Powstaje oczywiscie problem ,,naturalnos-
ci” doboru poje¢ pierwotnych i aksjomatow, gdy chcemy zaksjomatyzowac
dang dziedzing wiedzy czy wiedz¢ dotyczaca danej struktury.

Poza uwagami metodologicznymi, ktdre powyzej oméwilisSmy, nie znajdu-
jemy u Pascala innych systematycznych rozwazan dotyczacych filozofii mate-
matyki. Mamy jedynie pojedyncze, oderwane uwagi w Myslach. Czgsto s one
»zanurzone” w rozwazaniach natury teologicznej dotyczacych Absolutu. Pas-
cal probuje opisa¢ Absolut, uzywajac jezyka i symboli matematycznych. Przy-
wodzi to na my$l np. Mikotaja z Kuzy, u ktérego idee matematyczne i teolo-
giczne byly wzajemnie powigzane i ktory probowal wykorzysta¢ terminologig
matematyczng do wyjasnienia pewnych idei teologicznych; i na odwrot — pew-
ne idee i pojgcia biorace si¢ z teologii i filozofii wykorzystywal, by wyrazic¢
koncepcje dotyczace problemow i pytan natury filozoficznej zwiagzanych z ma-
tematyka (por. Murawski 2016, 2019, 1995; zob. tez Bediirftig, Murawski
2010, 2018).

Zwroémy tu przede wszystkim uwage, ze Pascal odréznia wiedzg o istnie-
niu danej rzeczy od wiedzy o jej naturze. Zauwaza, ze znamy zarOwno istnie-
nie, jak i nature skonczonosci. Znamy tez istnienie nieskonczonosci, ale nie
znamy jej natury. W Myslach pisat:

Wiemy, ze istnieje nieskonczono$é, ale nie znamy jej natury. Wiemy na przyktad, ze fatszem
jest, aby liczby byly skonczone; zatem prawda jest, ze istnieje nieskonczonos¢ w liczbie,
ale nie wiemy, co to jest. Falszem jest, aby byla parzysta, falszem, aby byla nieparzysta:
za dodaniem bowiem jedno$ci nie zmieni swej natury; a wszelako jest to liczba, wszelka
za$ liczba jest parzysta albo nieparzysta (prawda, iz odnosi si¢ to do wszelkiej liczby skon-
czonej).

[.]
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Znamy tedy istnienie i naturg skonczonosci, poniewaz jestesmy skonczeni i rozciagli jak ona.
Znamy istnienie nieskonczonosci, a nie znamy jej natury, poniewaz ma ona rozciagtos¢ jak my,
ale nie ma granic, jak my je mamy (Pascal 1972, fragm. 451, s. 194)%.

Wycigga tez z tego wnioski dotyczace Boga. Mowi, ze mozna wiedzie¢, ze
Bog istnieje, nie wiedzac jednoczesnie, czym on jest. Twierdzi tez, ze w istocie
nie znamy ani istnienia, ani natury Boga, bo nie ma on granic.

Pascal zestawia tez skonczono$¢ i nieskonczonos¢ (troche w duchu Miko-
laja z Kuzy):

Jedno$¢ dodana do nieskonczonosci nie pomnaza jej ani o wlos, tak jak stopa dodana do
nieskonczonej miary. Skoniczono$¢ unicestwia si¢ w obliczu nieskoniczonosci i staje si¢ czysta
nicoscig (Pascal 1972, fragm. 451, s. 193)*°.

Warto tez zwroci¢ uwage na kilka refleksji zawartych we fragmentach 21
122 Mysli, w ktorych Pascal poréwnuje, jak pisze, zmyst matematyczny i przy-
rodzong bystro$¢ oraz umyst matematyczny i logiczny. W jakis sposdb probuje
wigc charakteryzowa¢ myslenie matematyczne i wskazywacé na jego specyficz-
ne cechy. Otéz zmyst matematyczny polega wedle Pascala na tym, ze potrafi
si¢ znakomicie operowac¢ skomplikowanymi zasadami, nawet odleglymi od
potocznego doswiadczenia, przyrodzona za$ bystro$¢ pozwala z tatwoscia roz-
poznawa¢ zasady ,,pospolite i widoczne catemu $wiatu” (communs et devant
les yeux de tout le monde). Dochodzi do wniosku, ze:

Kazdy matematyk posiadatby wtedy bystros¢, o ile mialby dobry wzrok, rozumuje bowiem
trafnie na podstawie zasad, ktore zna; cztowiek za$ o przyrodzonej bystros$ci bytby matema-
tykiem, gdyby mégt nagia¢ wzrok ku niezwyczajnym sobie zasadom matematyki.

Ze niektorzy ludzie, z przyrodzenia bystrzy, nie s3 matematykami, wynika stad, ze niepodobna
im nagia¢ si¢ do zasad matematyki; jesli zas matematycy nie posiadajg zmystu pospolitej
bystrosci, to stad, ze nie widza tego, co maja przed soba, i ze przyzwyczajeni do jasnych
i grubych zasad matematyki i do rozumowania jedynie po doktadnym widzeniu i roztrzas$nigciu
swoich zasad, gubig si¢ w rzeczach subtelnej natury, ktorych zasad nie da si¢ uchwycic
w podobny sposob (Pascal 1972, fragm. 21, s. 31)*”.

35 Nous connaissons qu’il y a un infini et ignorons sa nature. Comme nous savons qu’il est
faux que les nombres soient finis, donc il est vrai qu’il y a un infini en nombre. Mais nous ne
savons ce qu’il est : il est faux qu’il soit pair, il est faux qu’il soit impair ; car, en ajoutant 1’unité,
il ne change point de nature ; cependant, c’est un nombre et tout nombre est pair ou impair (il est
vrai que cela s’entend de tout fini). [...] Nous connaissons donc 1’existence et la nature du fini,
parce que nous sommes finis et étendus comme lui. Nous connaissons 1’existence de 1’infini et
ignorons sa nature, parce qu’il a étendue comme nous, mais non pas des bornes comme nous”.

36 L’unité jointe a I’infini ne I’augmente de rien, non plus qu’un pied & une mesure infinie.
Le fini s’anéantit en présence de 1’infini, et devient un pur néant”.

37 Tous les géométres seraient donc fins s’ils avaient la vue bonne, car ils ne raisonnent pas
faux sur les principes qu’ils connaissent ; et les esprits fins seraient géomeétres, s’ils pouvaient
plier leur vue vers les principes inaccoutumés de géométrie.
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Pascal uwaza, ze wlasciwa matematykom tendencja do traktowania w sposob
matematyczny wszelkich zagadnien, w szczegdlnosci wymagajacych wrodzo-
nej bystro$ci, a przejawiajaca si¢ m.in. w zaczynaniu wszystkiego od ustalenia
definicji i wyjsciowych zasad, nie prowadzi do pozytywnych skutkéw, a mate-
matycy ,,okrywaja si¢ $miesznoscig” (se rendent ridicules) (tamze). I konczy
swoje rozwazania tak:

Matematycy bedacy jedynie matematykami maja wtedy umyst logiczny, ale pod warunkiem,
ze im si¢ dobrze wylozy wszystkie rzeczy wedle definicji i zasad; inaczej robig si¢ batamutni
i nieznosni, umieja bowiem by¢ logiczni jedynie na podstawie zupehie jasnych zasad (Pascal
1972, fragm. 21, s. 32)*%.

Rozrozroznia tez umyst logiczny i umyst matematyczny. Umyst logiczny
charakteryzuje si¢ wedle niego zdolno$cia do glgbokiego wnikania w konkretne
nieliczne zasady i ich konsekwencje, umyst matematyczny jest za§ w stanie
ogarna¢ wielka liczbe zasad:

Sa wiec dwa rodzaje umystow: jeden, ktory wnika zywo i gleboko w konsekwencje zasad, i to
jestumyst logiczny; drugi, ktory zdolny jest ogarnaé wielka liczbg zasad nie gubiac si¢ w nich,
i to jest umyst matematyczny. Jeden znamionuje sita i trafnos¢, drugi szerokosé zasiegu®®
(Pascal 1972, fragm. 22, s. 33).

I konkluduje, ze mozna posiada¢ jedno bez drugiego, tzn. ze umyst moze
cechowac sig¢ silg i jednocze$nie pewna ciasnota, ale moze tez by¢ rozlegly,
a jednoczesnie staby.

Z omoéwionych powyzej dokonan Pascala wynika, ze byt to cztowiek ge-
nialny. Juz od dziecinstwa przejawialy si¢ jego zdolnosci matematyczne. Przy
tym nie tylko fatwo absorbowatl znane juz informacje naukowe, ale tez wy-
kazywat si¢ kreatywnoS$cia i samodzielno$cig — wystarczy wspomnie¢ przywo-
tany na poczatku fakt, iz w wieku 12 lat samodzielnie odkryl wiele twierdzen
zawartych w Elementach Euklidesa. Nie zajmowatl si¢ jednak zadna galezia

Ce qui fait donc que de certains esprits fins ne sont pas géomeétres, c’est qu’ils ne peuvent du tout
se tourner vers les principes de géométrie ; mais ce qui fait que des géométres ne sont pas fins,
c’est qu’ils ne voient pas ce qui est devant eux, et qu’étant accoutumés aux principes nets et
grossiers de géométrie, et a ne raisonner qu’apres avoir bien vu et manié leurs principes, ils se
perdent dans les choses de finesse, ou les principes ne se laissent pas ainsi manier”.

38 Les géométres, qui ne sont que géométres, ont donc I’esprit droit, mais pourvu qu’on
leur explique bien toutes choses par définitions et principes ; autrement, ils sont faux et insup-
portables, car ils ne sont droits que sur les principes bien éclaircis”.

3 11y a donc deux sortes d’esprits : 1’une, de pénétrer vivement et profondément les
conséquences des principes, et c’est 1a I’esprit de justesse ; 1’autre, de comprendre un grand
nombre de principes sans les confondre, et ¢’est la I’esprit de géométrie. L’un est force et droiture
d’esprit, ’autre est amplitude d’esprit. Or 1'un peut bien étre sans I’autre, 1’esprit pouvant étre
fort et étroit, et pouvant [Etre] aussi ample et faible”.
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matematyki w sposob systematyczny. Bedac stabego zdrowia, nie mogt skon-
centrowac¢ si¢ na wyczerpujagcym i1 wszechstronnym rozwijaniu jakiej$ dzie-
dziny; jego talent i btyskotliwos$¢ byly jakby rozproszone i przejawialy si¢ we
fragmentarycznych ol$nieniach dotyczacych pomystow autorstwa innych. Nie-
mniej jednak kilka jego osiggni¢¢ na trwale weszto do historii matematyki
i zostato docenionych. Swiadectwem tego sa cho¢by terminy czy nazwy twier-
dzen zawierajace jego nazwisko — wymienmy wigc tu chocby jezyk progra-
mowania Pascal, maszyne paskaline, twierdzenie Pascala, prosta Pascala, troj-
kat Pascala czy rozklad Pascala. Jego rozwazania filozoficzne nad matematyka
czy ogolnie nad metoda naukowa — cho¢ ,,zanurzone” w nie do konca jasnych
1 miejscami metnych rozwazaniach religijno-teologiczno-metafizycznych — sta-
nowity niewatpliwie wazny krok w refleksji nad nauka. Pokazywaly tez zna-
czenie i wage metod matematyki dla rozwoju wiedzy.
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The paper is devoted to Blaise Pascal perceived as a mathematician and a philosopher
of mathematics. The following of his mathematical achievements have been presented:
the theorem on a hexagon inscribed in a conic, his idea of a calculating machine, the
arithmetical triangle, his works connected with the probability theory as well as his
ideas connected with the infinitesimal calculus. Historical context of his results and
their impact are discussed. Also Pascal’s considerations about mathematics as
a science have been presented. His main philosophical theses concern methods of
mathematics as well as dispersed remarks on the infinity and on types of mathematical
thinking are surveyed.
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