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Koncepcja zachowañ strategicznych na lokalnym rynku surowcowym
w modelu gry n-osobowej – zarys problemu

Wprowadzenie

Rynek surowcowy rozpatrywany jest w ujêciu ro¿nych jego cech. Bior¹c pod uwagê
kontekst modelu, w jakim funkcjonuje, sektor surowcowy charakteryzuj¹ w wiêkszoœci
przypadków takie same cechy jak sektory innych dóbr. Przewa¿aj¹ tu rynki konkurencyjne,
choæ nieobce s¹ rynki o charakterze oligopolu, niekiedy monopolu. W wiêkszoœci przy-
padków – zw³aszcza dla surowców skalnych – ceny kszta³towane s¹ przez prawa wolnego
rynku, jakkolwiek ceny niektórych grup surowców strategicznych, np. energetycznych,
mog¹ byæ nadal regulowane przez rz¹dy pañstw. Przyjmuj¹c za kryterium zasiêg geograficz-
ny dostaw (odleg³oœæ miejsc wydobycia i przetwórstwa kopaliny do miejsc jej konsumpcji)
wyró¿niane s¹ rynki: lokalne, regionalne, krajowe oraz miêdzynarodowe. W wymianach
miêdzynarodowych bierze udzia³ blisko 90 grup surowców mineralnych, a najwiêksza skala
obrotów cechuje surowce energetyczne. Znaczny jest udzia³ surowców metalicznych, a spo-
œród niemetalicznych w obrotach miêdzynarodowych uczestnicz¹ liczne surowce chemiczne
i ceramiczne oraz kamienie jubilerskie (szlachetne i ozdobne), na mniejsz¹ skalê surowce
innych dzia³ów techniki. Zdecydowana wiêkszoœæ kopalin skalnych, ze wzglêdu na pospolite
wystêpowanie i wysokie koszty transportu w stosunku do niskiej ceny surowca z nich
pozyskiwanego, ma ograniczony terytorialnie zasiêg wymiany, a ich przetwórstwo odbywa
siê zwykle tu¿ obok zak³adu górniczego. Ich znaczenie ogranicza siê zwykle do rynku
lokalnego, a znaczna iloœæ z³ó¿ kopalin, producentów i odbiorców, przewa¿nie prywatnych,
czyni ten rynek stosunkowo stabilnym.
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Dwie najistotniejsze formy zachowañ wyró¿niane miêdzy poszczególnymi uczestnikami
rynku to konkurencja i kooperacja. Przyjmuje siê, i¿ oba pojêcia s¹ wzajemnie antagonis-
tyczne. Konkurencja jest procesem, w którym podmioty rynkowe tej samej bran¿y wspó³-
zawodnicz¹ ze sob¹ w zawieraniu transakcji rynkowych, poprzez przedstawianie korzyst-
niejszej od innych podmiotów oferty. Celem tej dzia³alnoœci jest realizacja w³asnych intere-
sów, a przyjmuj¹c, ¿e zamierzeniem podmiotu gospodarczego jest maksymalizacja zysku musi
on zaoferowaæ dobro lepsze ni¿ konkurenci. Konkurencja to nie tylko rywalizacja na tym
samym rynku danego dobra, lecz tak¿e z dalszymi (istniej¹cymi lub potencjalnymi) uczest-
nikami rynku, tj.: producentami dóbr substytucyjnych, dostawcami, odbiorcami, przewoŸni-
kami i innymi podmiotami tworz¹cymi otoczenie konkurencyjne. Warto dodaæ, i¿ konkurencja
dotyczy nie tylko producentów, lecz tak¿e konsumentów. W zale¿noœci od struktury rynku, na
którym zachodzi proces konkurencji, wyró¿niane s¹ ró¿ne jej modele: doskona³a, mono-
polistyczna, oligopol oraz monopol. Konkurencja doskona³a to taka, w której wszystkie
przedsiêbiorstwa i konsumenci uznaj¹, ¿e ich dzia³ania nie wp³ywaj¹ na wysokoœæ ceny
oferowanego dobra, gdy¿ struktura ta obejmuje bardzo wielu nabywców i bardzo wielu
sprzedawców. Niedoskona³oœæ konkurencji polega na tak du¿ym udziale jednego producenta
czy sprzedawcy w poda¿y, ¿e jej zwiêkszenie lub obni¿enie wywo³uje zmiany cen. W krañ-
cowym przypadku na rynku funkcjonuje jeden tylko producent – monopolista.

Kooperacja jest natomiast takim dzia³aniem, które wi¹¿e siê ze wzajemn¹ wspó³prac¹.
Partnerstwo pomiêdzy podmiotami zmierza do wspólnej realizacji celu. Kooperacja jest
czêsto wynikiem niekorzystnych warunków otoczenia gospodarczego. W kontekœcie kom-
pleksowej strategii przedsiêbiorstw, kooperacja najczêœciej jest sk³adow¹ wynikaj¹c¹ z real-
nej pozycji firmy na rynku oraz prawdopodobnych korzyœci wynikaj¹cych z po³¹czenia si³.

Obie formy zachowañ, zarówno konkurencja jak i kooperacja, jako sk³adowe elementy
strategii funkcjonowania przedsiêbiorstwa mog¹ mieæ zarówno negatywny jak i pozytywny
wp³yw na relacje dla otoczenia zewnêtrznego. Wydaje siê – pomimo ogromnej ró¿no-
rodnoœci i szerokiej specyfiki przedstawionych form zachowañ, które nie bêd¹ tu szcze-
gó³owo rozwa¿ane – ¿e koncepcja obecnych zachowañ w biznesie opiera siê na kooperacji,
jakkolwiek kooperacja ta idzie w parze z konkurencj¹.

1. Zarys ogólnej teorii gier oraz gier n-osobowych

Teoria gier jest dzia³em matematyki, który w ujêciu formalnym analizuje sytuacje
dotycz¹ce konfliktu i wspó³pracy pomiêdzy wieloma podmiotami. Bada tym samym spo-
sobnoœci optymalnego zachowania, gdzie konsekwencje dzia³añ (sukcesów b¹dŸ pora¿ek)
uczestników gry zale¿¹ od wzajemnych decyzji. Dwie podstawowe przes³anki, wyró¿niaj¹ce
teoriê gier spoœród innych narzêdzi decyzyjnych, dotycz¹ zachowañ decydentów, którzy:

— definiuj¹ mo¿liwy do osi¹gniêcia cel (postêpuj¹ racjonalne),
— korzystaj¹ ze swojej wiedzy (informacji) oraz/lub uwzglêdniaj¹ przewidywane za-

chowania pozosta³ych graczy (postêpuj¹ strategiczne).
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Zasadniczym terminem w teorii gier jest gra, a na jej opis sk³adaj¹ siê: gracze, ruchy
(posuniêcia), wyp³aty oraz informacja. Przybli¿aj¹c pokrótce, graczem jest ka¿dy uczestnik
gry, ruchem (w skoñczonej lub nieskoñczonej liczbie) mo¿liwe postêpowanie gracza, wy-
p³at¹ wartoœæ wyniku gry, a informacj¹ zaœ zasób wiedzy w grze i o grze.

Krótkiego wyjaœnienia wymagaj¹ pojêcia wyp³aty i informacji. Wyp³aty (u¿ywanymi
w teorii gier synonimami s¹ wygrana lub u¿ytecznoœæ) okreœlaj¹ wartoœæ wyniku gry dla
graczy, czyli s¹ korzyœciami, jakie gracze uzyskaj¹ przy tym¿e wyniku. Przyjmuj¹c za³o-
¿enie o racjonalnoœci postêpowania graczy d¹¿¹ oni do maksymalizacji wyp³at, a zatem
wy¿sza wyp³ata odpowiada bardziej preferowanemu wynikowi gry. W realnych zagad-
nieniach wyp³atami mog¹ byæ zarówno korzyœci mierzone kategoriami pieniê¿nymi, ale
tak¿e niewymierne finansowo inne jednostki u¿ytecznoœci, jak: satysfakcja, presti¿, dostêp
do po¿ywienia itp. Informacja w grach jest modelowana zwykle z wykorzystaniem koncepcji
zbiorów informacyjnych, które obejmuj¹ zbiór wierzcho³ków drzewa decyzyjnego gry,
których gracz podejmuj¹cy decyzje nie jest w stanie od siebie odró¿niæ. W grach z doskona³¹
(pe³n¹) informacj¹ zbiór informacyjny jest pojedynczy. W przeciwnym razie gra jest jednym
z typów gry o niedoskona³ej (niepe³nej) informacji. Stwierdzaj¹c najbardziej ogólnie, gracze
dysponuj¹ zazwyczaj ró¿nym zakresem informacji. W grach z pe³n¹ informacj¹ znane s¹
graczom wszystkie wczeœniejsze decyzje innych graczy i wyniki dotychczasowych posuniêæ
losowych. W grach z niepe³n¹ informacj¹ jeden lub wiêcej graczy nie zna, b¹dŸ nie jest
pewien funkcji wyp³at i/lub zbiorów strategii. Niewiedza mo¿e te¿ obejmowaæ nieznajomoœæ
preferencji, to¿samoœci lub liczby graczy b¹dŸ kolejnoœci decyzji.

Dalsza konkretyzacja opisu gier rodzi ró¿norakie, szczegó³owe klasy, które nie bêd¹
tutaj bli¿ej omawiane. Dla póŸniejszych analiz i dywagacji, istotne bêd¹ klasy gier wy-
ró¿nione wed³ug kryterium mo¿liwoœci komunikowania siê oraz liczby graczy. Pierwsze
z nich definiuje gry kooperacyjne oraz niekooperacyjne, drugie zaœ wydziela gry dwu-
osobowe oraz n-osobowe. Pojêcia gry kooperacyjnej lub niekooperacyjnej zosta³y za-
proponowane przez von Neumanna i Morgensterna (1944). Gr¹ kooperacyjn¹ jest gra,
w której gracze mog¹ poczyniæ wi¹¿¹ce zobowi¹zania, w przeciwieñstwie do nieko-
operacyjnych, w których poczynienie takich zobowi¹zañ nie jest mo¿liwe. W grze ko-
operacyjnej opisane s¹ wyp³aty wszystkich potencjalnych grup (koalicji), jakie mog¹
byæ uzyskane w wyniku wspó³pracy pomiêdzy uczestnikami gry, a gracze podejmuj¹
wspó³dzia³anie maj¹c na celu maksymalizacjê (lub minimalizacjê) wyp³at. W grach takich
mo¿liwe s¹ wzajemne rekompensaty, czasem groŸby b¹dŸ szanta¿, jak te¿ inne czynniki
wspó³dzia³ania. W grze niekooperacyjnej ka¿dy gracz d¹¿y do zaspokojenia tylko w³asnych
interesów. Teoria gier niekooperacyjnych skupia siê na analizie wyborów strategicznych,
w których moment i kolejnoœæ podejmowania decyzji przez gracza jest kluczowa. Gry
kooperacyjne/niekooperacyjne s¹ szczególnie przydatne w modelowaniu procesów i zja-
wisk w polityce, problemie przetargów itp.

Drugie z kryteriów (liczebnoœci graczy) oznacza, i¿ gry mog¹ przebiegaæ pomiêdzy
dwoma b¹dŸ wiêksz¹ liczb¹ uczestników. Najczêœciej operuje siê grami dwuosobowymi, co
wynika w du¿ej mierze z wygody prezentacji, niemniej warunki tworzenia koalicji bywaj¹
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tutaj ograniczone i zagadnienie ulega znacznemu zawê¿eniu. Gra powy¿ej dwóch uczest-
ników (n � 3) okreœlana jest mianem gry n-osobowej i w postaci normalnej opisywana
jest trójk¹ (N, S, �), w której (Leyton-Brown, Shoham 2008):

— N – to skoñczony zbiór n graczy,
— S S S S n� � � �1 2 ... – to skoñczony zbiór wszystkich posuniêæ Si dostêpnych

graczowi i, gdzie ka¿dy wektor s s s s Sn� � � � �( )1 2 � jest profilem strategii,
— � � � �� ( , , ... , )1 2 n – to zbiór funkcji wyp³at o wartoœciach rzeczywistych, gdzie

�i (s1, s2, …, sn) jest wyp³at¹ dla gracza i-tego, gdy gracz 1 u¿ywa strategii s1,
gracz 2 strategii s2, …, a gracz n strategii sn.

Postaæ normalna (macierzowa), fundamentalna w teorii gier, jest zwiêz³¹ reprezentacj¹
gry. Gracze podejmuj¹c decyzje równoczeœnie dochodz¹ do wyp³at przedstawianych w ma-
cierzy (tabeli zysków), której komórki odpowiadaj¹ ka¿dej kombinacji strategii (profilowi
strategii). Egzemplifikacj¹ takiego zapisu (za Straffin 2004) dla trzyosobowej gry o sumie
zerowej jest macierz (1).

W grze tej ka¿dy z graczy dysponuje dwoma posuniêciami, a przyk³adowe wyp³aty
(wygrane) graczy dla profilu �1�2�2wynosz¹: gracz 1 „–4” jednostki u¿ytecznoœci, gracz 2
„–4” jednostki u¿ytecznoœci, gracz 3 „8” jednostek u¿ytecznoœci.

Innym, wygodnym zapisem gier n-osobowych jest przejœcie do opisu gier w postaci
funkcji charakterystycznej. Gra w postaci funkcji charakterystycznej opisywana jest przez
zbiór N = {1, 2, …, n) graczy i funkcjê �, która ka¿demu podzbiorowi S (koalicji) S N�

przypisuje liczbê �(S). Pozostali gracze, nie wchodz¹cy do koalicji, traktowani s¹ jako
antykoalicja (N – S). Wielkoœæ �(S) to wartoœæ wygranej, któr¹ ³¹cznie osi¹gn¹ gracze
nale¿¹cy do S, je¿eli zawr¹ koalicjê, bez wzglêdu na posuniêcia pozosta³ych uczestników gry
(Luce, Raiffa 1989; Thomas 2003). Wymagane jest jej wyliczenie dla ka¿dej mo¿liwej
koalicji, czyli ka¿dego mo¿liwego podzbioru graczy. Ta forma prezentacji zostanie prze-
d³o¿ona na bazie przyk³adów w dalszej czêœci artyku³u.

Wraz ze wzrostem grona uczestników gry zwiêksza siê zakres mo¿liwych koalicji i to
zarówno pod wzglêdem sk³adu jak i liczby koalicjantów. Generuje to istotne trudnoœci
analityczne i uniemo¿liwia znalezienie uniwersalnych algorytmów postêpowania. Rodz¹ siê
tu kluczowe pytania:

— która z mo¿liwych koalicji zostanie zawarta?
— w jaki sposób zostanie dokonany podzia³ wyp³at pomiêdzy cz³onków koalicji?
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1 �1 6, –4, –2 –4, –4, 8

�2 3, –6, 3 –6, –4, 10 �2 2, 2, –4 –4, 7, –3



Wydaje siê, ¿e drugie zapytanie ma podstawowe znaczenie. Wyp³ata pojedynczego
gracza jest dla niego spraw¹ o wiêkszym ciê¿arze gatunkowym ni¿ sam fakt powstania
koalicji. D¹¿¹c do realizacji pewnych celów i zapewnienia sobie okreœlonego poziomu
wyp³at samo powstanie koalicji jest tylko (i a¿) œrodkiem ich realizacji. Ponadto kwestia
podzia³u wyp³at w koalicji odgrywa istotny wp³yw na preferencje, do której koalicji
gracz zechce przynale¿eæ. Zatem analiza gier wieloosobowych rozpoczynaæ siê winna
materialistycznie – od ewentualnego zapytania o podzia³ wyp³at pomiêdzy uczestników
gry. W teorii gier n-osobowych zaproponowano, by w miejsce poszukiwania rezulta-
tów rzeczywistych zachowañ koalicyjnych wskazywaæ jeden podzia³ wyp³at – imputacjê
daj¹c¹ mo¿liwoœæ sprawiedliwego (w jakiœ sposób) rozdzia³u, aczkolwiek taka impu-
tacja – jako efekt konkurencji pomiêdzy koalicjami – mo¿e siê nigdy nie pojawiæ. W¹t-
pliwoœci te wymusi³y wypracowanie szeregu metod s³u¿¹cych poszukiwaniu „pojedyn-
czych” rozwi¹zañ dla gier n-osobowych, a niektóre z nich zosta³y przybli¿one w dalszej
czêœci artyku³u.

Zastosowania teorii gier n-osobowych w aspekcie rynków surowcowych nie s¹ obfite.
Najczêœciej t³em analiz bywa³a kwestia przetargów na dzier¿awê praw do zasobów z³ó¿
(Pelto 1971; Hendricks, Porter, Tan 1993; Hendricks, Porter, Wilson 1994; Porter 1995),
b¹dŸ zagadnienie podzia³u dóbr surowcowych (Thomas 1986). Kooperacji w ramach joint

venture dotyczy³ artyku³ Boyce’a (1997). W polskim piœmiennictwie w¹tek gier n-oso-
bowych w ogólnych zastosowaniach górniczych porusza Kowalik (2007).

2. Wykorzystanie teorii gier n-osobowych w modelowaniu zachowañ strategicznych
producentów surowców

Uogólniony przyk³ad wykorzystania teorii gier n-osobowych dotycz¹cy interakcji kon-
sumentów na rynku ropy naftowej (Oil Market Game) znany jest w literaturze ze wzmian-
kowanej powy¿ej pozycji Thomasa (1986). Ilustrowana jest tam¿e propozycja strategicz-
nego postêpowania, wynikaj¹ca z faktu posiadania okreœlonego zasobu surowcowego.
Gwoli przypomnienia, tudzie¿ zaznajomienia Czytelnika ze sposobem prezentacji gry
w formie funkcji charakterystycznej, zostanie on pokrótce omówiony.

Pewien kraj 1 posiada zasoby ropy naftowej, któr¹ wykorzystuje do utrzymania systemu
transportu z korzyœci¹ a z bary³ki. Kraj 2 nie posiadaj¹c zasobu chce zakupiæ ropê od kraju 1,
by zu¿ytkowaæ j¹ w przemyœle ciê¿kim, gdzie bary³ka ropy zapewni mu po¿ytek w wyso-
koœci b, podczas gdy kraj 3, równie¿ pozbawiony zasobu ropy, po¿¹da jej dla potrzeb
przemys³u spo¿ywczego. Oczekiwana korzyœæ ze zu¿ycia ropy oceniana jest tam¿e na c

z bary³ki. Korzyœci pañstw z zastosowania jednej bary³ki spe³niaj¹ relacjê a < b � c. Funkcja
charakterystyczna tak opisanej gry jest jak w tabeli 1.

Funkcja charakterystyczna jest u¿yteczn¹ form¹ zapisu gier n-osobowych, zwiêŸle opisu-
j¹c¹ wzglêdn¹ si³ê ró¿nych koalicji. Komentuj¹c poszczególne wielkoœci w tabeli:

— �(�) = 0, jest wartoœci¹ pustej koalicji, do której nikt nie przyst¹pi³,
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— �(k.1) = a, koalicja krajów 2 i 3 nie jest w stanie zmusiæ kraju 1 do sprzeda¿y ropy,
st¹d pozostaj¹ca u niego ropa warta jest dlañ a,

— �(k.2) = �(k.3) = �(k.2, k.3) = 0, pojedynczo ani w ¿adnej koalicji potencjalni
nabywcy nie mog¹ sprawiæ, by sprzedano im ropê,

— �(k.1, k.2) = b, kraje 1 i 2 mog¹ u¿ytkowaæ surowiec z korzyœci¹ b (za tak¹ cenê
nast¹pi sprzeda¿ ropy krajowi 2), kraj 3 musia³by zap³aciæ co najmniej b, ¿eby
móc go otrzymaæ,

— �(k.1, k.3) = �(k.1, k.2, k.3) = c, albowiem kraj 1 i kraj 3 mog¹ u¿ytkowaæ po-
siadan¹ przez kraj 1 ropê z korzyœci¹ wynosz¹c¹ c za bary³kê.

Rozwi¹zania tej gry z wykorzystaniem tzw. rdzenia oraz wartoœci Shapleya przytacza
Thomas (1986) konkluduj¹c, i¿ nale¿y oczekiwaæ nawi¹zania wspó³pracy pomiêdzy krajem1
i krajem 3. Kraj1 odsprzeda odbiorcy 3 surowiec, za który ten zap³aci x. Wielkoœæ ta musi byæ
co najmniej równa b, w przeciwnym razie kraj 1 by³by w lepszej sytuacji sprzedaj¹c surowiec
krajowi 2. Oczywiœcie cena sprzeda¿y ropy nie mo¿e byæ wy¿sza ni¿ c, gdy¿ kraj 3 nie
zap³aci wiêcej, ni¿ jest to dla niego warte.

Kolejna propozycja aplikacji teorii gier n-osobowych dotyczy zastosowania na lokalnym
rynku surowcowym producentów kruszyw. Rozwa¿ania oparto na bliskim rzeczywistoœci
przyk³adzie, w którym z koniecznoœci przyjêto kilka za³o¿eñ upraszczaj¹cych, jednak¿e
niemaj¹cych wp³ywu na sposób strategicznego postêpowania graczy. Przed przedstawie-
niem sposobów rozwi¹zania gry scharakteryzowano t³o rynkowe oraz sytuacjê ekono-
miczno-technologiczn¹ ¿wirowni bior¹cych weñ udzia³.

Trzy ¿wirownie, zlokalizowane we wzajemnej bliskoœci i w obrêbie tej samej doliny
rzecznej, dostarczaj¹ pewn¹ gamê surowców zaopatruj¹c lokalny rynek. Przedmiotem ich
eksploatacji jest rozleg³e z³o¿e piasków, pospó³ki i miejscami g³azowisk. Poszczególne
zak³ady górnicze dysponuj¹c ró¿nej wielkoœci kapita³em zdecydowa³y siê na uruchomienie
linii produkcyjnych zró¿nicowanej jakoœci surowców okruchowych. ¯wirownia 1 pozyskuje
i sprzedaje kruszywo bezpoœrednio ze z³o¿a, ¿wirownia 2 dysponuje lini¹ technologiczn¹
wyposa¿on¹ w klasyfikacjê sitow¹, która umo¿liwia oddzielenie grubszych frakcji kru-
szywa, a w etapach poœrednich wydzielenie gotowych produktów. Podstawowym surowcem
przezeñ oferowanym jest kruszywo naturalne frakcji 0–31,5 mm. ¯wirownia 3 jest zak³a-
dem najbardziej innowacyjnym i nowoczesnym. Uk³ad technologiczny opieraj¹cy siê na
rozdrabnianiu, p³ukaniu, kruszeniu, usuwaniu zanieczyszczeñ organicznych i obcych umo¿-
liwia pozyskanie kruszyw kruszonych frakcji 0–31,5 oraz 16–63 mm, a tak¿e produkcji
t³ucznia 31–63 mm.

72

TABELA 1

Funkcja charakterystyczna gry Oil Market Game

TABLE 1

Characteristic function of the Oil Market Game

Koalicja S � {k.1} {k.2} {k.3} {k.1 i 2} {k.1 i 3} {k.2 i 3} {k.1, 2, 3}

�(S) 0 a 0 0 b c 0 c



Kondycja ekonomiczna ka¿dej ¿wirowni z osobna jest odmienna i z³o¿ona. ¯wirow-
nia 1 nie dysponuje œrodkami na realizacjê i wyposa¿enie linii przeróbczej, zatem jej
potencjalne przychody s¹ uszczuplane z racji sprzeda¿y tylko niesortu. Zasoby kopaliny
w z³o¿u ¿wirowni 3, umo¿liwiaj¹ce dotychczas produkcjê t³ucznia s¹ wyczerpane, a po-
zostaj¹ca baza zasobowa umo¿liwia pozyskanie jedynie kruszyw kruszonych frakcji 0–
–31,5 mm. Tak¿e ¿wirownia 2, nie zamierzaj¹ca modernizowaæ swojej linii technologicz-
nej, pozostaje przy obecnie oferowanym asortymencie surowcowym. Górnicze zdolnoœci
produkcyjne zak³adów szacowane s¹ na 10 000 ton/miesi¹c w ¿wirowni 1 oraz po
8000 ton/miesi¹c w ¿wirowniach 2 i 3. Przeróbka kopaliny wi¹¿e siê ze stratami w wysokoœci
5% w ¿wirowni 2 oraz 10% w ¿wirowni 3. Zró¿nicowana struktura kosztów w zak³adach
oraz odmienne ceny surowców okruchowych wyznaczaj¹ ró¿ne poziomy przychodów i po-
tencjalnych zysków (tab. 2).

Przychody zak³adów – bêd¹ce iloczynem ceny surowca i tona¿u produkcji – uwzglêd-
niaj¹ wysokoœæ strat. £¹czne zyski s¹ ró¿nic¹ pomiêdzy przychodem a ³¹cznymi kosztami
górniczymi i przeróbczymi, podczas gdy zysk jednostkowy odnosi siê do korzyœci ze
sprzeda¿y jednostki surowca.

Kopalnie mog¹, jak do tej pory, funkcjonowaæ niezale¿nie, niemniej na rynku obserwo-
wany jest wzmo¿ony popyt na surowiec wy¿szej jakoœci, st¹d analiza pozycji strategicznych
¿wirowni i mo¿liwych korzyœci wskazuje na przypuszczalne kooperacyjne porozumienie.
Inicjatorem takiej wspó³pracy mo¿e byæ ¿wirownia 1, której kopalina pozwala na wy-
twarzanie dobrych jakoœciowo surowców. Miast sprzeda¿y surowego kruszywa mo¿e go
kierowaæ do wzbogacenia z wykorzystaniem linii technologicznych s¹siednich ¿wirowni.
Moce przerobowe ¿wirowni 2 s¹ w pe³ni wykorzystywane, natomiast zdolnoœci przerobowe
zak³adu przeróbczego ¿wirowni 3 s¹ oceniane na 12 000 ton/miesi¹c i s¹ w stanie przyj¹æ
dodatkowy strumieñ urobku. Generowane wtedy dodatkowe koszty operacyjne zwi¹zane
z transportem mog¹ byæ rekompensowane przez zbyt dro¿szego surowca, jak i ewentualne
zmniejszenie tona¿u produkcji kopaliny ze z³ó¿ ¿wirowni 2 i 3, skutkuj¹ce obni¿eniem
zmiennych górniczych kosztów produkcji tam¿e. W tej sytuacji poszczególne ¿wirownie
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TABELA 2

Wielkoœci miesiêcznych przep³ywów finansowych ¿wirowni

TABLE 2

Rate of the monthly gravel-pits cash flow

Cena
surowca

[z³/t]

Przychody
[z³]

Koszty [z³/t] £¹czne
zyski
[z³]

Zysk
jednostkowy

[z³/t]górnicze przeróbcze

¿w. 1 16 160 000 14,0 0,0 20 000 2,0

¿w. 2 26 197 600 13,0 7,0 37 600 4,9

¿w. 3 32 230 400 13,0 10,0 46 400 6,4



mog¹ dzia³aæ b¹dŸ to samodzielnie b¹dŸ tworzyæ ró¿noliczne porozumienia, a mo¿liwych
jest tu piêæ wariantów uk³adów:

1) ¿wirownie nie kooperuj¹ ze sob¹,
2) ¿wirownie 1 i 2 kooperuj¹,
3) ¿wirownie 1 i 3 kooperuj¹,
4) ¿wirownie 2 i 3 kooperuj¹,
5) wszystkie ¿wirownie kooperuj¹.
Wspó³praca ¿wirowni 1 i 2 umo¿liwia uzyskanie kruszywa grubego frakcji 16–63 mm

w cenie 42 z³/t. Umowa ¿wirowni 1 oraz 3 daje szansê pozyskanie kruszywa grubego
kruszonego w cenie 56 z³/t. Porozumienie ¿wirowni 2 oraz 3 pozwala uzyskaæ wiêkszy tona¿
kruszyw kruszonych frakcji 0–31,5 mm. Ewentualna wspó³praca wszystkich ¿wirowni
umo¿liwia pozyskanie t³ucznia 31–63 mm w cenie 75 z³/t. Dodatkowo przed zawarciem
przypuszczalnych porozumieñ przeprowadzona analiza zapotrzebowania surowcowego w re-
gionie wskaza³a na oczekiwany zbyt t³ucznia oraz kruszywa kruszonego frakcji 16–63 mm
na poziomie po 3 000 ton/miesi¹c na ka¿dy z surowców, podczas gdy kruszywa grubego
frakcji 16–63 mm w iloœci 5 000 t/miesi¹c. W ocenie ¿wirowni popyt na pozosta³e, gorsze
jakoœciowo gatunki kruszyw przewy¿sza poda¿, jak¹ mog¹ zapewniæ.

Generowane w ró¿nych uk³adach odmienne przychody zmieni¹ obraz dotychczasowych
wyp³at. Kooperacja ¿wirowni 1 oraz 2, stosownie do spodziewanych warunków rynkowych
jak i zdolnoœci produkcyjnych przewiduje, ¿e ¿wirownia 2 przes¹dzi o przyjêciu strumienia
urobku w wysokoœci 5000 ton. Oczekiwane wówczas przep³ywy finansowe zestawia ta-
bela 3. Ujêto weñ, jak i w dalszych tabelach charakteryzuj¹cych przep³ywy, zmiany kosz-
tów przeróbki wynikaj¹ce z dodatkowego obci¹¿enia transportem b¹dŸ zwiêkszenia po-
ziomu produkcji, jak równie¿ spadki kosztów górniczych bêd¹ce pochodn¹ zmniejszonego
poziomu wydobycia.

Dla aliansu ¿wirowni 1 oraz 3 przyjêto, ¿e 30% urobku ¿wirowni 1 kierowane bêdzie do
linii technologicznej ¿wirowni 3, a ¿wirownia 3 zmniejszy w³asn¹ produkcjê górnicz¹ do
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TABELA 3

Wielkoœci miesiêcznych przep³ywów finansowych kooperuj¹cych ¿wirowni 1 i 2

TABLE 3

Rate of the monthly cash flow of the cooperating gravel-pits 1 and 2

Surowiec/tona¿ [t]
Cena

surowca
[z³/t]

Przychody
[z³]

Koszty [z³/t] £¹czne
zyski
[z³]

Zysk
jednostkowy

[z³/t]górnicze przeróbcze

¿w.

1 i 2

niesort/5 000 16 80 000 14,0 0,0

138 600 11,0
krusz. frakcji
0–31,5 mm/2 850

26 74 100 5,0 7,5

kr. gr. frakcji
16–63 mm/4 750

42 199 500 14,0 7,5



poziomu 5 000 t/miesi¹c.Taki uk³ad przek³ada siê na przep³ywy finansowe zagregowane
w tabeli 4.

Partnerstwo ¿wirowni 2 i 3 wi¹¿e siê z ograniczeniem produkcji górniczej w ¿wirowni 2
do poziomu 4000 t i skierowaniem ca³oœci urobku do zak³adu przeróbczego ¿wirowni 3.
¯wirownia 2 zaniecha tym samym sprzeda¿y kruszywa naturalnego frakcji 0–31,5 mm.
Umowa ta wygeneruje kolejny, odmienny stan przep³ywów (tab. 5).

Porozumienie wszystkich ¿wirowni, uwzglêdniaj¹ce przewidywany prognozami poziom
konsumpcji kruszyw, umo¿liwia ustalenie asortymentu surowcowego i tona¿u produkcji
w nawi¹zaniu do w³asnych zdolnoœci górniczych i przeróbczych. Wachlarz ten obejmuje:

— produkcjê górnicz¹ ¿wirowni 1 na poziomie 10 000 t/miesi¹c,
— brak produkcji górniczej w ¿wirowni 2,
— produkcjê górnicz¹ ¿wirowni 3 na poziomie 6 000 t/miesi¹c,
— produkcjê niesortu w wysokoœci 2 000 t/miesi¹c,
— przeznaczenie urobku do produkcji kruszywa kruszonego frakcji 0–31,5 mm w wy-

miarze 6 000 t/miesi¹c,
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TABELA 4

Wielkoœci miesiêcznych przep³ywów finansowych kooperuj¹cych ¿wirowni 1 i 3

TABLE 4

Rate of the monthly cash flow of the cooperating gravel-pits 1 and 3

Surowiec/tona¿

(t)

Cena
surowca

[z³/t]

Przychody
[z³]

Koszty [z³/t] £¹czne
zyski
[z³]

Zysk
jednostkowy

[z³/t]górnicze przeróbcze

¿w.

1 i 3

niesort/7 000 16 112 000 14,0 0,0

135 200 9,5
krusz. kruszone frakcji
0–31,5 mm/4 500

32 144 000 8,0 11,5

krusz. kruszone frakcji
16–63 mm/2 700

56 151 200 14,0 11,5

TABELA 5

Wielkoœci miesiêcznych przep³ywów finansowych kooperuj¹cych ¿wirowni 2 i 3

TABLE 5

Rate of the monthly cash flow of the cooperating gravel-pits 2 and 3

Surowiec/tona¿ [t]
Cena

surowca
[z³/t]

Przychody
[z³]

Koszty [z³/t] £¹czne
zyski
[z³]

Zysk
jednostkowy

[z³/t]górnicze przeróbcze

¿w.

2 i 3

krusz. kruszone frakcji
0–31,5 mm/3 600

32 115 200 6,5 1,0

123 600 11,4
krusz. kruszone frakcji
0–31,5 mm/7 200

32 230 400 13,0 11,0



— przeznaczenie urobku do produkcji kruszywa grubego frakcji 16–63 mm w wymiarze
2 000 t/miesi¹c,

— przeznaczenie urobku do produkcji kruszywa kruszonego frakcji 16–63 mm w wy-
miarze 3 000 t/miesi¹c,

— przeznaczenie urobku do produkcji t³ucznia frakcji 16–63 mm w wymiarze 3 000
t/miesi¹c.

Alians trzech ¿wirowni po raz kolejny modyfikuje mo¿liwe do osi¹gniecia wyp³aty
definiowane zyskiem jednostkowym. Przep³ywy finansowe dla tej umowy ujêto w tabeli 6.

Tak zebrany i zarysowany uk³ad wzajemnych zale¿noœci producentów mo¿na potrak-
towaæ jako trzyosobow¹ grê, w której ¿wirownie powinny optymalizowaæ swoje strategiczne
zachowania.Wyp³atami s¹ tutaj jednostkowe zyski, jakie zak³ady mog¹ otrzymaæ w ró¿nych
konfiguracjach. Wydaje siê, ¿e wszystkie strony s¹ zainteresowane wspó³prac¹, a zasadnicze
pytanie odnosi siê do sposobu podzia³u zysków pomiêdzy poszczególnych uczestników
rozgrywki. Dla opisanych kombinacji wyznaczono wobec tego stosown¹ funkcjê charak-
terystyczn¹ (tab. 7).

76

TABELA 6

Wielkoœci miesiêcznych przep³ywów finansowych dla wspó³pracy wszystkich ¿wirowni

TABLE 6

Rate of the monthly cash flow of all cooperating gravel-pits

Surowiec/tona¿ [t]
Cena

surowca
[z³/t]

Przychody
[z³]

Koszty [z³/t] £¹czne
zyski
[z³]

Zysk
jednostkowy

[z³/t]górnicze przeróbcze

¿w.

1, 2, 3

niesort/2 000 16 32 000 14,0 0,0

257 300 17,5

krusz. kruszone frakcji
0–31,5mm/5 400

32 172 800 13,0 14,0

krusz. grube frakcji
16–63 mm/1 900

42 79 800 4,0 7,5

krusz. kruszone frakcji
16–63 mm/2 700

56 151 200 14,0 14,0

t³uczeñ frakcji 16–63
mm/2 700

75 202 500 14,0 14,0

TABELA 7

Funkcja charakterystyczna gry ¿wirowni

TABLE 7

Characteristic function of the gravel-pits game

Koalicja S � {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

�(S) 0 2,0 4,9 6,4 11,0 9,5 11,4 17,5



Wielkoœci �(S) s¹ oczekiwanymi poziomami zysku, który ³¹cznie osi¹gn¹ ¿wirownie
zawieraj¹ce porozumienie (w jêzyku teorii gier zwykle u¿ywa siê tu terminu koalicja,
niemniej pojêcie to niezbyt harmonizuje siê z prezentowanym tu opisem sytuacji rynkowej).
Gry przedstawiane w postaci funkcji charakterystycznej (N, �) musz¹ spe³niaæ dwie wa¿ne
relacje (Luce, Raiffa 1957):

— wartoœæ pustej koalicji �, do której nikt nie przyst¹pi³ wynosi 0, czyli �(�) = 0,
— je¿eli dla ka¿dej pary roz³¹cznych koalicji R i S zachodzi warunek� � �( ) ( ) ( )R S R S � � ,

jeœli R S� � �{ } to spe³niaj¹ca go funkcja charakterystyczna nazywana jest super-
addytywn¹.

Warunek superaddytywnoœci oznacza, ¿e jeœli dwie roz³¹czne koalicje R i S zdecyduj¹ siê
na po³¹czenie i utworzenie koalicji �( )R S to zawsze mog¹ sobie zapewniæ co najmniej
� �( ) ( )R S� , postêpuj¹c tak samo jak przed po³¹czeniem. Koordynacja jednak¿e czêsto
prowadzi do podwy¿szenia wyp³at, a sytuacja ta ma miejsce w grze ¿wirowni. Gra powy¿sza
jest ponadto tzw. gr¹ istotn¹, w której ca³kowita wyp³ata porozumienia wszystkich ¿wirowni
jest wy¿sza od sumy wyp³at poszczególnych ¿wirowni indywidualnie, co mo¿na zapisaæ jako
(Luce, Raiffa 1957):

v N v i

i

n

( ) ({ })�
�
�

1

(2)

Aby wskazaæ nale¿yte postêpowanie graczy nale¿y powróciæ do sformu³owanych wczeœ-
niej zapytañ o to, która koalicja powstanie oraz w jaki sposób podzielone zostan¹ wyp³aty.
Z obrazu funkcji charakterystycznej wiadomo, ¿e wielka koalicja (umowa zawarta pomiêdzy
wszystkimi ¿wirowniami) jest maksymaln¹ wyp³at¹ i przysparza najwy¿szych zysków jed-
nostkowych. Jeœli xi oznacza wyp³atê i-tego gracza, to zbiór wyp³at wszystkich graczy
stanowi wektor n liczb rzeczywistych (x1, x2, …, xn), a wektor ten pozostaj¹c satysfak-
cjonuj¹cym dla ka¿dej ze ¿wirowni powinien zadoœæ czyniæ dwóm zasadniczym warunkom
(Luce, Raiffa 1989; Straffin 2004):

1) racjonalnoœci indywidualnej:

� ��i N ix i�({ }) (3)

2) racjonalnoœci zbiorowej (optymalnoœci w sensie Pareto):

x Ni

i N

�
�
� �( ) (4)

Funkcja charakterystyczna �(i) oznacza wyp³atê gracza i, jak¹ gwarantuje sobie bez
kooperacji z innymi uczestnikami gry. Nieracjonalnym by³oby wik³anie siê w koalicjê,
gdyby wyp³aty mia³yby byæ wtedy ni¿sze.

By ostatecznie poszukaæ rozwi¹zania gry ¿wirowni koniecznym pozostaje omówienie
sygnalizowanego ju¿ pojêcia imputacji. Imputacj¹ (podzia³em) wyp³at w grze w postaci
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funkcji charakterystycznej jest n-wymiarowy wektor spe³niaj¹cy kryteria indywidualnej
i zbiorowej racjonalnoœci. Ostatecznym rozstrzygniêciem gry n-osobowej jest zaœ znalezie-
nie pojedynczej imputacji lub zbioru imputacji, które mog¹ stanowiæ akceptowaln¹ dla
graczy propozycjê podzia³u zysków. Zadanie to niestety nie jest proste, gdy gra jest istotna,
w której to liczba imputacji jest nieskoñczona. W sytuacji, gdy zbiór imputacji jest tak liczny
nale¿y d¹¿yæ do zawê¿enia imputacji gry. Von Neumann i Morgenstern (1944) sugerowali
poszukiwanie zbioru imputacji stabilnych, jako pewnego zawê¿enia imputacji. Koncepcja
zbiorów stabilnych okaza³a siê jednak zbyt ogólna by byæ dostatecznie u¿yteczna (Owen
1975). Innym sposobem jest pos³u¿enie siê tzw. rdzeniem gry (ang. core) zdefiniowanym
przez Gilliesa (1959 fide Thomas 1986). Rdzeniem gry w postaci funkcji charakterystycznej
jest zbiór wszystkich niezdominowanych imputacji (x1, x2, …, xn), a wiêc pewnym zawê-
¿eniem ca³ego zbioru imputacji takim, ¿e (Thomas 1986):

� ��
�
�S N i

i S

x S�( ) (5)

Warunek ten jest pewnym rozszerzeniem warunków racjonalnoœci indywidualnej i zbio-
rowej i bywa nazywany warunkiem racjonalnoœci koalicyjnej (Straffin 2004) dla koalicji
licz¹cych od 1 do n cz³onków. Ustalona imputacja nale¿y do rdzenia, gdy cz³onkowie
wszystkich koalicji S otrzymuj¹ ³¹cznie wyp³atê co najmniej tak¹, jak¹ S mo¿e sobie
zagwarantowaæ. Rdzeñ gry jest domkniêtym zbiorem wypuk³ym, a ka¿da imputacja nale¿¹ca
do niego jest stabilna w tym sensie, ¿e nie istnieje koalicja, która jednoczeœnie chcia³aby
i mog³aby zmieniæ wynik gry. Bywa jednakowo¿, ¿e rdzeñ gry jest zbiorem pustym,
a sytuacja ta zachodzi dla gier istotnych o sta³ej sumie.

Zbiór imputacji w grze ¿wirowni nie bêdzie zbiorem pustym, poniewa¿ zawsze jest
spe³niona nierównoœæ � �({ }) ( )i N

i N

�
�
� , zaœ imputacja (x1, x2, x3) nale¿y do rdzenia gry,

je¿eli:
— x1 � �(1),
— x2 � �(2),
— x3 � �(3),
— x1 + x2 � �(1, 2),
— x1 + x3 � �(1, 3),
— x2 + x3 � �(2, 3).
Uwzglêdniaj¹c konkretne wielkoœci liczbowe i pamiêtaj¹c o warunku racjonalnoœci

grupowej uzyskiwane jest:
— x x x1 2 311 6 4 6 5� � � � �, , ,
— x x x1 3 29 5 4 9 8� � � � �, , ,
— x x x2 3 1114 2 61� � � � �, , .
Rdzeñ gry nie jest pusty (rys. 1). Ca³y obszar trójk¹ta to mo¿liwe imputacje gry, a gra-

cze preferuj¹ – jako rozwi¹zanie – te imputacje, które le¿¹ najbli¿ej ich wierzcho³ków.
Zaczerniony trapez odzwierciedlaj¹cy rdzeñ znacz¹co obni¿a iloœæ dostêpnych rozwi¹zañ,
niemniej wybór satysfakcjonuj¹cej wszystkich uczestników imputacji nadal nie jest kla-
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rowny i nie zapewnia precyzyjnego rozwi¹zania. Dla gry policzono w tej sytuacji do-
datkowe, wybrane, pojedyncze rozwi¹zania bazuj¹ce na: wartoœci Shapleya, nukleolusie,
punkcie Gately’ego oraz rozwi¹zaniu K.

Wartoœæ Shapleya (1953 fide Luce, Raiffa 1957) jest najwa¿niejsz¹ i najczêœciej stoso-
wan¹ metod¹ sprawiedliwego podzia³u w teorii gier. Ma ona ogromne zalety, z których
najistotniejsz¹ jest to, ¿e przypisuje grze tylko jedno rozwi¹zanie oraz uwzglêdnia w nim
kryteria racjonalnoœci i si³ê poszczególnych graczy, wynikaj¹c¹ z funkcji charakterystycz-
nej. Wartoœæ ta ma jednak¿e du¿o mniejsze zastosowanie w grach, w których du¿¹ rolê od-
grywaj¹ czynniki psychologiczne, indywidualne cechy graczy (np. umiejêtnoœci targowania
siê i in.). Teoria Shapleya wymaga ponadto silnych za³o¿eñ o u¿ytecznoœci, które musz¹ byæ
takie same zarówno dla pojedynczych graczy jak i pozosta³ych, w ka¿dej z mo¿liwych
koalicji. St¹d wszyscy gracze i wszystkie koalicje przypisuj¹ przyrostom wyp³at (wynika-
j¹cym z w³¹czenia gracza do koalicji) te same u¿ytecznoœci. W przyk³adzie, u¿ytecznoœciami
¿wirowni s¹ zyski otrzymywane ze zbytu ró¿norodnego jakoœciowo surowca, spe³niaj¹
zatem postawione warunki. Ka¿dy g³êbiej przetworzony surowiec podnosi jego wartoœæ, a ta
z kolei aktywuje wy¿szy poziom zysku, który mo¿e byæ podzielony pomiêdzy zak³ady
górnicze.

Imputacja Shapleya wyznaczana jest na podstawie ogólnego wzoru:

� � � �i

i Sn
s n s S S i( )

!
( )! ( )! [ ( ) ( { })]� � � � � � �

�
�

1
1 (6)
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Rys. 1. Rdzeñ gry ¿wirowni

Fig. 1. Core of the gravel-pits game



Zbiór wartoœci � �i ( ) dla wszystkich graczy nazywany wektorem gry Shapleya obrazuje
pewn¹ propozycjê podzia³u wyp³at w grze koalicyjnej. Ze wzglêdu na sposób jego konstrukcji
interpretowany jest jako œredni oczekiwany podzia³ w grze przy rozegraniu du¿ej iloœci partii.

W grze ¿wirowni wektor ten (stosowne, czysto schematyczne obliczenia pominiêto)
wynosi x1 = 4,23 z³/t; x2 = 6,63 z³/t; x3 = 6,63 z³/t. Wektor nie nale¿y do rdzenia i jest pierwsz¹
z mo¿liwych do zaakceptowania propozycji podzia³u zysków ze sprzeda¿y kruszywowego
asortymentu surowcowego pomiêdzy ¿wirowniami. Wartoœæ ta dla ¿wirowni i obrazuje
œredni¹ wartoœæ, jak¹ wnosi do tworzonego porozumienia pomiêdzy wszystkimi zak³adami,
przy za³o¿eniu, ¿e ka¿da z mo¿liwych kolejnoœci powstania koalicji jest identycznie praw-
dopodobna.

Kolejna koncepcja poszukiwania pojedynczego rozwi¹zania gry ¿wirowni mo¿e byæ
zrealizowana w odniesieniu do pojêcia przetargu znanego pod nazw¹ nukleolusa (Schmeid-
ler 1969). Sposób ten dotyczy zarówno gier z pustym jak i niepustym rdzeniem. W pierw-
szym przypadku poszukiwana jest taka imputacja, która jest najbli¿ej spe³nienia warunku
dla rdzenia. Jest ni¹ np. imputacja, dla której najwiêksze przekroczenia warunku dla rdzenia
s¹, spoœród wszystkich imputacji, najmniejsze. Przekroczeniem (ró¿nic¹) dla ka¿dej im-
putacji i ka¿dej koalicji (Thomas 2003; Straffin 2004) jest:

� � � ��
�
�x S N S i

i S

e x S x( ) ( )� (7)

Przekroczenie eS(x) jest ró¿nic¹ pomiêdzy tym, co cz³onkowie umowy mogliby sobie
zapewniæ, decyduj¹c siê na wspó³dzia³anie, a tym, co przewiduje dla nich ³¹cznie imputacja
x. Dla gier posiadaj¹cych rdzeñ wszystkie przekroczenia s¹ ujemne lub co najwy¿ej równe 0.
Wyznaczana jest zatem taka imputacja, dla której wartoœæ bezwzglêdna przekroczenia jest
jak najwiêksza. Geometrycznie jest to punkt le¿¹cy najdalej od brzegów figury wyzna-
czaj¹cej rdzeñ (rys. 1). Z rysunku wiadomo, ¿e wartoœæ wyp³aty dla ¿wirowni 3 wynosi
6,45 z³/t. Przyjmuj¹c wobec tego dowoln¹ imputacjê np.: x1 = 5,00; x2 = 6,05; x3 = 6,45
stosowne przekroczenia wynosz¹:

— e{1}(x) = –3,
— e{2}(x) = –1,15,
— e{3}(x) = –0,05,
— e{1,2}(x) = –0,05,
— e{1,3}(x) = –1,95,
— e{2,3}(x) = –1,1,
— e{1,2,3}(x) = 0.
Nie jest mo¿liwym obni¿enie przekroczenia porozumienia z³o¿onego ze wszystkich

¿wirowni, jak równie¿ przekroczenia e{3}(x). Miast tego mo¿na obni¿yæ wyp³atê ¿wirowni 1
i przekazaæ j¹ ¿wirowni 2 d¹¿¹c przy okazji do zrównania tych przekroczeñ. Nie ulegnie
wtedy zmianie przekroczenie e{1,2}(x). Uzyskiwane wtedy jest: 2 – x1 = 4,9 – x2, st¹d
x1 = 4,08, zaœ x2 = 6,97. Imputacja x1 = 4,08 z³/t; x2 = 6,97 z³/t; x3 = 6,45 z³/t jest
poszukiwanym nukleolusem gry.
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Punkt Gately’ego (1974 fide Straffin 2004), jako nastêpna idea rozwi¹zania w grze
¿wirowni opiera siê na nastêpuj¹cym rozumowaniu. Jeœli w grze zaproponowano propozycjê
podzia³u wyp³at w postaci imputacji x = (xi, x2, x3) i¿wirownia 1 jest niezbêdna do powstania
uk³adu z³o¿onego ze wszystkich zak³adówto zdarzenie zwi¹zane z jej nieprzyst¹pieniem do
porozumienia spowoduje, ¿e ¿wirownie 2 i 3 strac¹ ³¹cznie x2 + x3 – �(2, 3), czyli ró¿nicê
pomiêdzy tym, co wynika z imputacji a tym, co zyskaj¹ podejmuj¹c kooperacjê dwuosobow¹
miêdzy sob¹. Oczywiste jest, ¿e ¿wirownia 1 te¿ poniesie stratê wynosz¹c¹ x1 – �(1).
Stosunek tych dwóch wartoœci zosta³ zdefiniowany przez Gately’ego jako sk³onnoœæ do
zerwania umowy wszystkich graczy przez gracza 1 (Straffin 2004):

d x
x N i

x i
i

j i j

i

( )
( )

( )
�

� �

�

�� �

�

(8)

Przy wysokim wskaŸniku d(x) gracz mo¿e stwierdziæ, ¿e zrywa koalicjê, trac¹c na tym,
jednak¿e pozostali gracze trac¹ wtedy wiêcej. W grze ¿wirowni stosowne sk³onnoœci dla
wyjœciowej imputacji x1 = 5,00; x2 = 6,05; x3 = 6,45 wynosz¹:

— d1(x) = 0,37,
— d2(x) = 1,69,
— d3(x) = 1.
W grze z tak¹ propozycj¹ wyp³at sk³onnoœæ do opuszczenia porozumienia jest naj-

wy¿sza u ¿wirowni 2. Ponosi wtedy stratê w wysokoœci 1,15 z³/t, lecz pozostali – zw³aszcza
¿wirownia 1 – traci wiêcej. Motywacj¹ ¿wirowni 2 do nieopuszczania porozumienia jest
„poprawa” imputacji poprzez podwy¿szenie jego wyp³at kosztem pozosta³ych ¿wirowni,
lub przynajmniej jednej z nich. Minimalizacja maksymalnej sk³onnoœci do zerwania
umowy wszystkich zak³adów przez pojedyncze ¿wirownie zachodziæ bêdzie wtedy, gdy
wspó³czynniki sk³onnoœci bêd¹ sobie równe. W nastêpstwie tego za³o¿enia dla znormali-
zowanej wzglêdem 0–1 (procedurê normalizacji szczegó³owo opisuje np. Kowalik (2007))
funkcji charakterystycznej gry ¿wirowni wyliczono punkt Gatel’yego wed³ug formu³y
(Straffin 2004):
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Jako ¿e w przypadku imputacji zachodzi z definicji xi

i N�
� = �(N) to – aby wszystkie di(x)

by³y równe – wszystkie xi musz¹ byæ do siebie w takiej samej proporcji jak poszczególne
wartoœci do siebie.

Opuszczaj¹c detale rachunkowe sposobna imputacja jawi siê nastêpuj¹co: x1 = 4,36 z³/t;
x2 = 6,68 z³/t; x3 = 6,46 z³/t; dla niej wspó³czynniki sk³onnoœci graczy do zerwania po-
rozumienia s¹ sobie równe i wynosz¹ 0,74.

81



Kowalik (2007), jako rozwi¹zanie K gry n-osobowej, proponuje nastêpuj¹c¹ imputacjê:

x = (x1, x2, …, xn) = (�({1}) + k1, �({2}) + k2, …, �({n}) + kn), czyli:

xi = �({i}) + ki

(10)

Zale¿noœæ ta gwarantuje ka¿demu z graczy wyp³atê wy¿sz¹, jeœli wst¹pi do koalicji
z³o¿onej ze wszystkich graczy, ni¿ gdyby rozgrywa³ grê samodzielnie. Suma dodatków ki

jest ró¿nic¹ pomiêdzy wyp³at¹ dla wielkiej koalicji a sum¹ wyp³at indywidualnych dla
graczy, co w matematycznym zapisie ma postaæ:

k N ii

i

n

i

n

� � �
��
�� � � �( ) ({ })

11

(11)

Powy¿sza propozycja rozwi¹zania mo¿e byæ stosowana zarówno do gier z rdzeniem
jak i gier, gdzie rdzeñ ów nie wystêpuje. Dodatkowe wyp³aty ki wynikaj¹ ze œrednich
wygranych przypadaj¹cych na gracza w ka¿dej koalicji, gdzie t oznacza liczebnoœæ koalicji.
Suma œrednich wyp³at dla gracza ze wszystkich mo¿liwych koalicji jest ujmowana wspó³-
czynnikiem:
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Wielkoœæ � rozdzielana jest pomiêdzy poszczególne dodatki ki proporcjonalnie do
wspó³czynników �i:
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(13)

Realizuj¹c obliczenia dla gry ¿wirowniu zyskano nastêpuj¹ce dodatkowe wyp³aty i wspó³-
czynniki:

— � = 4,2,
— �1 = 18,08,
— �2 = 21,93,
— �3 = 22,68,
— k1 = 1,21,
— k2 = 1,47,
— k3 = 1,52.
Adekwatna imputacja wynosi x1 = 3,21 z³/t; x2 = 6,37 z³/t; x3 = 7,92 z³/t.
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Wnioski

Niemal zawsze decyzje podejmowane przez uczestników dowolnego rynku musz¹
uwzglêdniaæ istnienie innych podmiotów dostarczaj¹cych podobnych dóbr. Postêpowanie
strategiczne opiera siê na programowaniu zachowania i zaanga¿owania posiadanych zaso-
bów w okreœlonej jednostce czasu. Konsekwencj¹ tego winno byæ podniesienie konkuren-
cyjnoœci zak³adu, które wi¹¿e siê zazwyczaj z istotnymi zmianami strukturalnymi w zakresie
zarzadzania jak i oferowanego towaru. W rozpatrywanych na ³amach artyku³u przyk³adach
producenci mogli zaanga¿owaæ siê (b¹dŸ nie) w okreœlone uk³ady, które by³y w stanie
przysparzaæ dodatkowych profitów.

W grze ¿wirowni kooperacyjna umowa producentów kruszyw ³¹czy³a siê z jednej strony
z modyfikacj¹ asortymentu surowcowego oraz zmian¹ struktury kosztów produkcji, z dru-
giej zaœ skutkowa³a podwy¿szeniem mo¿liwych do osi¹gniecia zysków. Ka¿dy z mo¿liwych
uk³adów by³ korzystny dla wszystkich podmiotów. Niektóre z uk³adów generowa³y zna-
cz¹ce podwy¿ki zysku jednostkowego, choæby porozumienie ¿wirowni 1 i 2, podwy¿szaj¹ce
go ³¹cznie o 4,1 z³/t. Najmniej prawdopodobna wydawa³a siê umowa ¿wirowni 2 i 3, gdy¿
przyrost zysku by³ okreœlany tam¿e na poziomie 0,1 z³/t, tudzie¿ wspó³praca wszystkich
zak³adów pozwala³a wygenerowaæ mo¿liw¹ podwy¿kê zysku rzêdu 4,2 z³/t. Bazuj¹c na teorii
gier n-osobowych zaproponowano w takiej sytuacji rozwi¹zania, które winny satysfak-
cjonowaæ wszystkich zainteresowanych. Wskazano w tym celu kilka imputacji, które ze-
stawiono w tabeli 8.

Pierwsze trzy imputacje oferuj¹ bardzo zbli¿one rozwi¹zania gry. Przyjmuj¹c jedno
z nich za ostateczne rozwi¹zanie, niew¹tpliwie najbardziej skorzysta nañ ¿wirownia 1.
Porozumienie wszystkich ¿wirowni przysporzy jej ponad dwukrotnego pomno¿enia zys-
ków. Za uznaniem np. nukleolusa, jako rozwi¹zania gry przemawia fakt, ¿e zapewnia on
pewn¹ stabilnoœæ w grze (Straffin 2004). Dalszym plusem na korzyœæ nukleolusa jest to,
i¿ w sytuacjach, gdy rdzeñ gry nie jest pusty – zawsze do niego nale¿y, w przeciwieñstwie
np. do wartoœci Shapleya (w przyk³adzie wartoœæ ta jest poza rdzeniem gry). Tak¿e roz-
wi¹zanie K znajduje siê poza rdzeniem i wydaje siê, ¿e ¿wirownia 1 mo¿e nie byæ sk³onna
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TABELA 8

Proponowane podzia³y wyp³at [z³/t] w grze ¿wirowni

TABLE 8

Suggested divisions of payoffs [PLN/t] in the gravel-pits game

Kryterium podzia³u ¯wirownia 1 ¯wirownia 2 ¯wirownia 3

Shapleya 4,23 6,63 6,63

nukleolus 4,08 6,97 6,45

Gately’ego 4,36 6,68 6,46

K 3,21 6,37 7,92



przystaæ na proponowany przezeñ podzia³ wyp³at. Najwiêkszy przyrost wygranych w sto-
sunku do uk³adu, gdy zak³ady nie tworz¹ porozumienia i dzia³aj¹ na w³asn¹ rêkê, ob-
serwowany jest dla ¿wirowni 1, co zdradza si³ê pozycji przetargowej tego gracza. Wszak
to ¿wirownia 1 dysponuje najwy¿szej jakoœci kopalin¹ i dostarcza jej do produkcji najwy¿-
szych gatunkowo i najdro¿szych cenowo kruszyw kruszonych oraz t³ucznia. ¯wirownia 3,
zwiêkszaj¹ca do maksimum zdolnoœci przeróbcze, zapewne preferowa³aby podzia³ wyp³at
wynikaj¹cy z rozwi¹zania K. Nie bez znaczenia pozostaje te¿ fakt, i¿ w stosunku do
pierwotnego pu³apu eksploatacji górniczej zak³adów (26 000 t/miesi¹c), wolumen ten obni¿a
siê do poziomu 16 000 t/miesi¹c, co zapewnia d³u¿sz¹ wystarczalnoœæ zasobów jak i wpisuje
siê w nurt ich ochrony.

W sytuacji, gdy pomiêdzy graczami nie s¹ obserwowane sk³onnoœci do zawarcia koalicji
w analizie gier n-osobowych uwzglêdniane s¹ tzw. wyp³aty uboczne (Luce, Raiffa 1957;
Straffin 2004). Wyp³ata uboczna to pewna wielkoœæ wyp³at jednego z graczy przekazywana
innemu, gdy ten zechce zawi¹zaæ z nim koalicjê. Przekazywanie wyp³at ubocznych mo¿e siê
odbywaæ pomiêdzy wszystkimi graczami, jednak¿e przy zasadniczym za³o¿eniu, ¿e wyp³aty
te musz¹ byæ transferowalne pomiêdzy graczami oraz mieæ porównywaln¹ wartoœæ dla
graczy dokonuj¹cych przeniesienia. Przekazywanie wyp³at ubocznych jest z regu³y niele-
galne, a taka równowaga, ustalona dla kooperacji bywa nazywana „zmow¹ producentów”
i czêsto jest prawnie zakazana.

Prezentowana analiza zachowañ podmiotów ograniczona jest tu tylko do opcji wyni-
kaj¹cych z modeli teorii gier n-osobowych. Oczywistym jest, ¿e w rzeczywistoœci mo¿-
liwych jest wiele innych scenariuszy, a przedstawiony tu bieg spraw jest jednym z mo¿-
liwych, aczkolwiek ca³kiem prawdopodobnych przybli¿eñ.

Praca wykonana w ramach badañ statutowych AGH nr 11.11.140.560.

Niezmiernie mi³ym obowi¹zkiem autora jest z³o¿enie szczerych podziêkowañ anonimowym Recenzentom,

których wysi³ek, wnikliwoœæ oraz skrupulatne i merytoryczne uwagi prze³o¿y³y siê na gruntowne sprecyzowanie

treœci artyku³u, jak i wydobycie kwintesencji przekazu w stosunku do wersji pierwotnej.
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KONCEPCJA ZACHOWAÑ STRATEGICZNYCH NA LOKALNYM RYNKU SUROWCOWYM W MODELU GRY n-OSOBOWEJ –
ZARYS PROBLEMU

S ³ o w a k l u c z o w e

Rynek surowcowy, kooperacja, gry n-osobowe, imputacja, strategia

S t r e s z c z e n i e

Rynki surowcowe, pomimo wielu zazwyczaj wspólnych cech z innymi rynkami, s¹ rynkami osobliwymi, a ich
funkcjonowanie odbiega niekiedy od prawide³ wolnego rynku. Wynika to ze specyfiki pozyskania dobra bêd¹cego
przedmiotem obrotu handlowego. Zmiany poda¿y wielu strategicznych surowców mineralnych s¹ na ogó³ znacz-
nie wczeœniej sygnalizowane (wieloletni cykl inwestycyjny od rozpoznania z³o¿a do udostêpnienia górniczego),
rozwijaj¹ siê wolno i nieelastycznie. Zapotrzebowanie na surowce pospolite ma czêsto wyraŸny, koniunkturalny
charakter. Wspóln¹ cech¹ dla rynków surowcowych, jak i rynków pozosta³ych dóbr jest jednak¿e fakt, i¿ s¹ one
miejscem nieustannej rozgrywki, a zachowanie poszczególnych podmiotów mo¿na na ogó³ sprowadziæ do dwóch
typów strategii: konkurencji lub kooperacji.

W artykule przypomniano znany z literatury model gry zwi¹zany z rynkiem ropy naftowej. Opieraj¹c
siê na trzypodmiotowym rynku producentów kruszyw podjêto próbê modelowania zachowañ przedsiêbiorców.
W analizie wykorzystano za³o¿enia teorii gier n-osobowych, które umo¿liwiaj¹ ocenê i zasadnoœæ tworzenia
ró¿norodnych koalicji. Pokazano mo¿liwe strategie dzia³ania, wynikaj¹ce zarówno ze wspó³pracy zak³adów jak
i jej zaniechania. Dla ewentualnych aliansów oszacowano mo¿liwe do osi¹gniêcia wyp³aty i zaproponowano ich
podzia³ pomiêdzy uczestników tworz¹cych koalicjê.

CONCEPTION OF STRATEGIC BEHAVIOURS ON THE LOCAL MINERAL MARKET IN THE n-PERSON GAME MODEL –
ISSUE OUTLINE

K e y w o r d s

Mineral market, cooperation, n-person games, imputation, strategy

A b s t r a c t

Mineral markets, in spite of many common features with other goods markets, are distinctive. Their
functioning sometimes deviates from the rules of the free market. This feature results from the specificity of
acquiring the good being an object of trade. In general, changes in the supply of strategic raw materials are
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indicated earlier (characterized by a lengthy investment cycle from deposit reconnaissance to mining
development), develop slowly, andare inelastic. Demand for common mineral raw materials often has a clear and
economic character. However, mineral markets as well as markets of other goods have a common feature –
the fact that both are a place where an incessant game is being played. In general, two types of strategic behaviours
are distinguished: competition or cooperation.

This paper recalls an existing model known as the oil market game. Based on a three-entity market of aggregate
producers, an attempt has been made to model entrepreneurs’ behaviour. The analysis applies n-person game
theory. Game theory enables the evaluation of diverse potential coalitions forming. Possible strategies of activity
coming from the prospect of cooperation (or its omission) are presented. Expected payoffs are estimatedfor
possible alliances. Proposals forthe division of the payoffsamong the participants forming the coalition are
also suggested.
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